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11 presente tests derivante da tre lezioni all'Tstituto Universitario
di Scienze Sociali, in Trento, i1 31 maroe e [° aprile 1965, ¢ stato
rimsneggiato ¢ in veari punti ampliato nel novemnbre 1963, Le tre
lezioni somprendevano rispettivamente gli argomenti dei an. 13,
47 ed 610 (risp. col titodi dei nn. 2, 7, B GH 2rgoment maggior-
mente melaborati e ampliati rispetto al testo delle lerioni sono
quelll dei nn. 3, 4, 5, ¢, 10,



1) La probabilita: considerazioni intraduttive

In tutti i campi del pensiero, nei rami pin diversi
delle scienze (fisiche, biologiche, sociali), le spiegazioni
apodittiche e deterministiche cedono il passo alle spie-
gazioni statistiche e probabilistiche, la logica del certo
viene rimpiazzata dalla logica del probabile. Da cit 1'im-
portanza sempre crescente, il ruolo sempre pil essenzia-
le, della teoria delle probabilit.

Nel suo assetto formale, nei suoi aspetti avanmzati,
nelle sue applicazioni scientifiche, la teoria della proba-
bilitd diviene un ramo della matematica, il calcolo delle
probabilita. Esso perd, come diceva Laplace, non & che
« il buon senso ridotto a calcolo ». E la teoria delle pro-
babilita, prima ancora di avere bisogno di appoggiarsi
al calcolo (come avviene per ogni ragionamento quando
supera un certo grado di complessita), altro non & che il
buon senso stesso: quella specie di buon senso che indu-
ce a soppesare in base a tutti gli argomenti ed elementi
disponibili il grado di fiducia pitt o meno grande nei ri-
guardi di opni cosa, rifuggendo da sconsiderate affer-
mazioni di impossibilith o di certezza. Affermazioni e po-
sizioni che l'evolversi delle scienze e del pensiero si in-
carica incessantemente di smentire ().

Cosi stando le cose, sarebbe certamente auspicabile
una pit diffusa conoscenza del calcolo delle probabilita

(*} Tesi pih ampiamente sviluppata ripetutamente altrove,
ed in particolare in « Remore e freni sul cammino della scienza »,
in Civilta delle macchine, 1964,



e delle sue applicazioni fra coloro che vivono ed ope-
rano nel campo della scienza, della tecmica, della cul-
iura, ma pii ancora mi sembra essenziale generalizzare
'educazione e l'attitudine e l'abitc mentale al pensare e
ragionare in senso probabilistico, anche e soprattutto da
un punto di vista sociologico, per migliorare il modo di
pensare e di comportarsi di ciascuno nei riguardi degli
altri e della collettivita.

Molto ci sarebbe da dire al riguarde volendo anche
solo accennare ai nmumerosi ostacoli che cio incontra a
tutti i livelli, ed anche nel seno della stessa teoria delle
probabilita, data la tradizionale propensione a preferire
I'illusione di una certezza assoluta alla solidith di un
meditato seppur relativo convincimento. Ma cio allon-
tanerebbe dalla considerazione di cid che direttamente
dovremmo voler vedere realizzato nell'ambito dell’'edu-
cazione e istruzione di tutti, come fondamentale apporto
sul pianoe psicologico e pedagogico.

Per spiegare con una analogia, osserviamo che c'&
qualcosa di preliminare rispetto alla conoscenza della
geometria e della fisica, come scienze, ed & la familiarita
con alcune nozioni indispensabili per intenderne il sen-
so, come la nozione di lunghezza, la nozione di peso, la
nozione di temperatura; familiarith che non consiste nel
saperne dare una definizione o spiegazione, ma nell'in-
tendere concretamente, intuitivamente, inavvertitamente,
cosa sia una lunghezza di 12 metri, un peso di 4 Kg., una
temperatura di + 21° C.

E allo stesso modo, nel campo di cui dobbiame ora
occuparci, esiste qualcosa di preliminare ad ogni teoria
o ragionamento sulle probabilita. Quello che oceorre, an-
che qui, per poter anche semplicemente discorrere sen-
satamente di probabilita, & una familiarita con la sua mi-
sura in corrispondenza al proprio grado di incertezza su
cui si intende imparare a riflettere. Ed & questa abitudine
a cercar di tradurre il grado di incertezza in misura di



probabilita, e l'attitudine a farlo con attenzione consa-
pevole, il compite educative in fatto di probabilita che
occorrerebbe a mio avviso collocare in primo luogo ai
fini di un affinamento preliminare di quel « buon senso »
che, dopo di cit e grazie a cid, potra, per chi vorra ap-
profondire l'argomento, tradursi in calcolo secondo la
espressione citata di Laplace.

Come si potrebbe, nella scuola, educare ad espri-
mersi in termini di probabilita?

Nella presente esposizione intendo proprio prendere
le mosse da concetti e proposte che ho avuto occasione
di formulare recentemente al riguardo (*), per soffermar
mi poi sul modo in cui vanno a inguadrarsi come ele-
mento chiarificatore nell'intero e vasto campo delle ef-
fettive applicazioni,

2] La probabilita nella psicolegia e pedagegia

L'oggetio a cui tali concetti e proposte si riferisco-
no specificamente & quello delle risposte a domande di
guestionari od esami in forma di « test »; di per s, tale
metodo, come ogni altro, ha pregi ¢ difetti e si presta
ad essere realizzato in modo sciocco od acute a seconda
delle qualith di chi lo applica; non intendo qui occupar-
mi degli argomenti a favore o contro di esso, pur non
potendo esimermi dal dire che giudico deplorevole la
contrarietd preconcetta che incontra in Italia (*) nono-

(2} In un articolo, « Methods for discriminating levels of
artial knowledge concerning a test item s, pubblicato in The
ritish fournal of Mathematical and Staristical Psychology, vol.
18, T (May 1943), pp. B7-123. Ivi si trovano sviluppati e discussi

dettagliatamente e matematicamente i diversi sisterni qui som-
mariamente presentati.

_ (") Con la lodevole eccezione di Aldo Visalberghi, ordinario
di Pedagogia nell'Universita di Roma. Di lui ofr. ad es, Problemi
della ricerca pedogogica, La Nuova Italia ed., Firenze, 1965.



stante tante denunce di difetti e storture dei sistemi di
esame tradizionali (*).

Comunque sia, l'aspetto che ci riguarda attualmente
& soltanto quello attinente al comportamento del sog-
getto di fronte alla necessity di decidere come rispon-
dere se & in condizione di incertezza. Naturalmente tutto
dipende dalla forma in cui si richiede venga espressa
la risposta, e dal sistema di punteggio con cui viene fatta
la valutazione. Supponiama che per ogni domanda sia
elencato un certo numero di alternative, di cui una &
guella esatta. Per semplicitd di esemplificazione (specie
per la possibilita di appropriate rappresentazioni grafi-
che), supporremo in genere che ne siano date tre A, B,
C (ma nulla cambia concettualmente se sono in numero
qualungue).

Come metodi di risposta, il pilt semplice e comune
consiste nel dover contrassegnare una e una sola delle
alternative, ritenuta esatta; una variante consiste nel con-
sentire di contrassegnare una o nessuna (astenendosi ciog
in caso di dubbio); altri metodi consistono nel far can-
cellare le alternative che uno esclude siano vere (nes-
suna, o una, o due; in caso di pitt di tre alternative an-
che piii; a volte il numero di cancellature pud venire pre-
scritto o limitato, per es. a non pia di due), o nel can-
cellare quelle escluse, e contrassegnare, tra le altre, quel-
la ritenuta pitt verosimile.

Altri metodi esamineremo e introdurremo.

La scelta di un metodo di risposta non ha un effet-
tivo valore se non in relazione al sistema di punteggio
che vi si associa. Infatti, per avere motivo di ritenere

(*) Cfr. p. es. H. Pigron, Esami e docimologia, ed. Armando
Armando, Roma, 1963 (con numerose citazioni di altri AA) e G.
CaLogerd, Scuola sofie inchiesta, ed. Binaundi, 1957; mengzioniamo
anche due articoli di giornale: B. pe FINETTL « Il flagello degli
esami», La Stampa, 5 gingno 1965, ¢ Carwo CassoLa e ManLIo
CawcocNt, « L'Italia con la prora», L'Espresso. 26 settembre 1965,
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che il soggetio, nel dare le risposte, si comporti in modo
tale da indicarci lo stato delle sue conoscenze confor-
memente al criterio da noi desiderato, dobbiamo istitui-
re un sistema di punteggio conseguente, informarne il
soggetto e renderlo interessato. Un interesse pud venir
suscitato materialmente mediante proporzionali compen-
si o premi, od anche solo moralmente, per spirito di
emulazione o di soddisfazione per il conseguimento di
un punteggio elevato.,

Cosi ad esempio, per illustrare il concetto sul caso
pit chiarg, il permettere di contrassegnare una o nes-
suna alternativa (anziché wuna e una sola in ogni caso)
deve avere lo scopo di scoraggiare dal « tirare a indo-
vinare » (= guessing »), ma per conseguire tale scopo non
basta consentire di astenersi dal porre un contrassegno,
bensi bisogna discriminare il punteggio premiando chi,
nel dubbio, anziché collocare un contrassegno « tirando
ad indovinare », se ne & astenuto.

E’ proprio a gquesto punto che ci si presentano que-
stioni di probabilita ed anzi si presenta subito l'occasio-
ne di rilevare in modo evidente la diversith in cui esse
vengono intese e prospettate secondo il punto di vista
piuttosto convenzionale cui si ispirano abitualmente le
considerazioni sull'argomento, e quello pih realistico e
naturale che risponde agli intendimenti qui sostenuti.

Partendo dalla semplice (o semplicistica?) distin-
zione in due soli casi — o uno « sa » qual’® l'alternativa
a suo avviso piit esatta o «non lo sa» — il punto di
vista tradizionale porta a dire che nel primo caso la
collocazione del contrassegmo & fatta da lui con certez-
za (ossia probabilita 100%) e nel secondo « a caso » os-
sia con uguale probabilitad fra le r alternative elencate
{ossia.probabilith 1/r : se v = 3, probabilith ¥ = 33%%
per ciascuna delle tre alternative). In base a tale impo-
stazione si dovrebbe concludere che, per chi non sa qua-
le alternativa sia esatta, & conveniente il «tirare ad in-
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dovinare » (il « guessing ») o astenersi dal colleeare il
contrassegno a seconda che il punteggio assegnato in
caso di astensione sia inferiore o superiore a 1/r (se
r = 3, ad 4); beninteso, supposto che si dia il punteggio
1 per risposta esatta e 0 per risposta errata. Infatti, sce-
gliendo « a casg » una delle r alternative si ha probabili-
ta 1/r di indovinare e conseguire un punteggio 1; cib
vale come « speranza matematica », si direbbe nel gergo
del calcolo delle probabilita, (1/r)x1 = 1/r, ($)x1 = M.

Lo stesso concetto viene impiegato per stimare quan-
ti individui conoscevano la risposta esatta, quando si
sappia che, su n esaminati, I'hanno data m. Si ammetie
che quelli che #non la conoscevano, scegliendo «a caso »
fra le r alternative, si saranne suddivisi in r sottogruppi
circa uguali, dei quali r—1 formano il gruppo degli n—m
individui che diedero risposta errata. Pertanto, ogni sot-
togruppo — e in particolare quello di coloro che diedero
la risposta esatta « per caso », indovinando — compren-
de circa (n—m)/(r—1) individui, cosicché, secondo tale
modo di pensare, quelli che conoscevano la risposta do-
vrebbero essere in numero di, all’incirea,

m — (n—m}/(r—1) = (rm—n)/(r—1).

Ma questa semplice e netta separazione in due casi
specifici, sa e non sa, questo apodittico « tertium non
datur », sta veramente nella natura delle cose e del no-
stro modo di pensare o non & piuttosto una deformazio-
ne intellettualistica provocata dal culto delle idee sedi-
centi « chiare e distinte »? Non & forse vero al contrarin
che proprio queste posizioni nette; di assoluta certezza
o di assoluta indifferenza, sono astrazioni convenzionali
praticamente irraggiungibili? Nessuno pud, e meno an-
cora dovrebbe, dirsi mai assolutamente certo di qualsia-
si cosa: quante volte non ci & capitato di accorgerci che
una cosa che ritenevamo di sapere o ricordare come cer-
ta, era invece sbagliata? Anziché di una certezza dovrem-

12



mo pertanto parlare sempre, in mode pill responsabile
e prudente, di una probabilith a nostro avviso (pill o me-
no) elevata. E quando mai fra diverse alternative siamo
esattamente neutrali? Abbiamo pur sempre qualche mo-
tivo (talora coscientemente riconoscibile e analizzabile,
oppure vaga sintesi del subcosciente) che ci fa propen-
dere per ritenere vere piuttosto certe alternative che
certe altre. Fra r alternative potremo quindi ripartire la
probabilitd complessiva del 100% in tutti gli infiniti mo-
di possibili @ non solo in parti uguali o altri modi spe-
cialissimi. In particolars, fra r = 3 risposte, esplorando
il nostro stato d'animo dovremmo rispondere (sia pure
con piii o meno largo margine di « vaghezza », di « in-
determinazione ») che alle tre alternmative A, B, C sen-
tiamo di attribuire le probabilita (in %) di essere vere
(19,43,38) oppure (72,07,.21), oppure (36,2539) e cosi via.
Anche se, esprimendosi grossolanamente in forma non
quantitativa, uno sarebbe incline a dire che « & certo di
B » o che «& in dubbio (ugualmente) tra B e C» & ben
difficile che, riflettendo esattamente sulla valutazione, si
senta di tradurla in (00,100,00) e rispettivamente in
(00,50,30); potra essere piuttosto (02,97,01) o (01,51,48),
od almeno se si passasse a valutazioni di maggiore preci-
sione sarebbe comunque qualche cosa come (00,08;
99,73; 00,19), ecc..

Cio vuol dire che, ad esempio, chi asserisce di essere
« certo » della risposta B, non lo & guasi mai in realtd fino
al punto da non ritenere che sarebbe ragionevole assi-
curarsi contro un'eventuale grossa perdita che gli deri-
vasse in caso di errore, se gliene fosse offerta la possi-
bilita ad un prezzo sufficientemente basso.

E' facile avere un'immagine visiva di tali situazioni,
ossia dell'insieme di tutte le partizioni di probabilita
possibili, nel caso di tre alternative A, B, C. (Se fossero
quattro, occorrerebbe un'analoga rappresentazione nello
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spazio anziché nel piano: un tetraedro; per r >4 non
basterebbe neppure lo spazio erdinario tridimensionale).

A

In un triangolo equilatero (di altezza = 1) per ogni
punto P interno (o sul contorno) la somma delle tre
distanze dai lati & py + ps + P = 1 (indichiamo con p,
la distanza dal lato epposto al vertice A, ecc.); percid
ogni tale punto rappresenta un modo di ripartire la pro-
bability 1 fra le tre risposte, e viceversa.

Per esempio, i punti A, B, C rappresentano la distri-
buzione di probabilith ove il 100% di probabilita & con-
centrato in A (100,00,00), certezza per A, in B (00,100,00)
o in C (00,00,100); i punti medi M, N, R, dei lati sono
quelli che danno nessuna probabilita al vertice oppesto,
¢ dividono a meta la probabilita del 100% fra i due ver-
tici estremi del lato: M({50,00,50), N(50,50,00); R(00,50,50);
il baricentro S, essendo ad uguale distanza (%) da cia-
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scuno dei tre lati, rappresenta l'attribuzione di una pro-
babilith di 4 = 33%% a ciascuno dei tre casi.

Cosa significa allora, su tale schema, l'adozione del
sistema che obbliga a contrassegmare 1'alternativa pre-
ferita o di quello che consente di astenersene? Nel pri-
mo caso & conveniente, ovviamente, contrassegnare la
risposta ritenuta pitt probabile e geometricamente
cid vuol dire rispondere come indicato nella figura 2,

A

FIG 2

scegliendo cio# il vertice A 0 B o C pifi vicino al pun-
to P che rappresenta la posizione di incertezza del sog-
petto fra le tre aliernative. Naturalmente, se P si trova
al centro potra scegliere indifferentemente una qualun-
que delle tre risposte, e se si trova su segmenti divisori
potra scegliere indifferentemente fra due.

In questo caso comungue; se si assegna un premio
a chi indovina, la partizione del triangolo non puo es-
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sere che quella indicata in fig. 2. Se ha facoltd di aste-
nersi, ma il punteggio stabilito per chi si astiene anziché
« tirare ad indovinare » & inferiore a ' (in generale ad
1/r), nulla cambia, perché non ha mai convenienza a
valersi di detta facolth d'astensione, Se il punteggio per
l'astensione viene stabilito tra ' e 1%, ¢'& convenienza ad
astenersi se P si trova entro il triangoline centrale indica-
to con O nella fig. 3, e al di fuori come precedentemente.

A

FiGg, 3

Se invece quel punteggio si eleva oltre 4 la situa-
zione cambia, diventando quella illustrata in fgura 4:
¢'¢ convenienza a rispondere A o B o C soltanto se o
si trova nei triapgolini verso le punte, mentre al centro
la zona O in cui conviene astenersi diviene esagonale;
ossia, se si aumenta ad oltre ¥ il premio a chi si astiene
piuttosto che « tirare a indovinare » conviene indicare
con un cerchietto per es. la risposta A, soltanto se
a tale risposta unc da probabilita magpiore di quella
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FIG 4

indicata in fig. 4 dalla distanza del segmento EF da BC
{nella fig.: maggiore di 70%).

Esaminando la convenienza delle diverse modalith
di risposta offerte, in relazione a un fssato sistema di
punteggi, sempre mediante il medesimo concelto seguito
in questo caso (e cio® di rendere massimo il punteggio
sperato}, si possono indicare analogamente le suddivisio-
ni in regioni corrispondenti a qualunque altro caso pit
o meno complicato,

Se chiediamo di indicare tra alcune alternative (tre),
lalelall {in ordine di probabilith decrescente) la sud-
divisione in regioni & quella della fig. 5.

Ossia, se si indica come pii probabile l'alternativa
Cepoila A, ci si trova nel triangolo contrassegnato CA, e
cosi per ciascuno dei rimanenti 5 casi possibili. Se chie-
diamo di indicare tutte le alternative che, a nostro giu-
dizio, hanno probabilith superiore alla media, nel nostro
caso superiore a ¥, si ha il metodo proposto da Coombs,
e la suddivisione in regioni & guella della fig. &.

17
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Ossia se P si trova nella regione contrassegnata A, viene
indicata la risposta A, e cosi per le altre regioni.

La suddivisione in regioni rappresentata nella fig. 7
si ha se chiediamo di indicare una, due o tutte le tre

M A N
B A
s C
ABGC
B BC G
8 R c

FIG. 7

alternative a seconda che |'opinione sia piii vicina alla
certezza in una, al dubbio su due (¥, ¥4), al dubbio su
tutte e tre le alternative (34, ¥, #). Basta ragionare come
fatto nel caso della fig. 1, rispetto ai vertiei A(100,00,00),
B(00,100,00), C(00,00,100), ma considerando inoltre i
punti medi dei lati, M{50,50,00), N(50,00,50), R(00,50,50),
ed il baricentro.S(33%, 33%, 33%).

Quindi se per es. P si trova nella regione contrasse-
gnata BC, viene indicato come risposta il dubbio che si
verifichi l'alternativa B o l'alternativa C.

Se chiediamo di contrassegnare una delle tre alter-

19



native soltanto se le si attribuisce probabilith > 70%,
e di cancellare nessuna, una o due alternative soltan-
to se riteniamo che abbiano probabilith inferiore al
10%4, la suddivisione in regioni & quella della fipura 8§,
in cui AH & il 10% dell'altezza ed AK il 3094,

A
7N

i y
B c

FIG, B

Quindi, se, per es., P cade nella regione conforme
all'indicazione nella figura 8, A viene segnato con un cer-
chietto e solo B viene cancellato (perché p, > 70%,
Pe < 10%, 10%<pe=70% ).

Se chiediamo di indicare, per ogni alternativa, se le
si attribuisce probabilith fino al 20% una stella (*), da
20% a 40% due stelle (**), da 40% a 60% tre stelle (***),
da 60% a BO% quattro stelle (****), e oltre 80% cingue
stelle (*****), la suddivisione in regioni & quella della
figura 9.

20



FI1G. 9

Quindi se P & nel triangolo segnato in figura 9, signi-
fica che contrassegnamo A con (****) (probabilita fra
60% e 30%, B con (*) (probabilita fra 0% e 20%) e C
con (**) (probabilitd fra 20% e 40%). Se spostiamo la
suddivisione delle probabiliti nel seguente modo: () nes-

21



suna stella fino al 10%, (*) una stella dal 10% al 30%,
(**) dal 30% al 50%, (***) dal 50% al 709, (****) dal
70% al 90%, e (*****) gltre al 90%, la suddivisione in
regioni & quella della fig. 10,

La suddivisione in regioni rappresentata in figura 11

corrisponde ad una distribuzione di probabilita median-
te 5 stelle in moda analogo a quello dei due casi prece-
denti con la variante che conta la minore distanza dal
punto corrispondente alle probabilitd di 20% per ogni
stella.

3) La probabilitid e il suo valore educativo

Per ciascuno di questi casi ed altri, e non solo con
riferimento al caso di tre sole alternative, comodo per
fare le figure, bensi per un numero di alternative qua-
lunque, r, si possono indicare le regole di punteggio cui
corrispondone (come fatto nel menzionato articolo).
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Cib significa che & possibile adottare dei sistemi che
non solo eliminino I'inconveniente della spinta a « ten-
tare d'indovinare » ma addirittura permettano di argui-
re, in modo anche molto precisato, quale sia la proba-
bilita che il sogpetio attribuisce a ciascuna delle alter-
native, Negli ultimi tre casi (figg. 9, 10, 11) ciascuna delle
probabilita ¢ determinata entro un margine di 20% al
pit. Ed & chiaro che, proseguendo nel medesimo senso,
le suddivisioni si potrebbero infittire e impiccolire a vo-
lonts; si potrd ad es. {abbandonando l'espediente delle
stelle, utile per bambini e principianti) chiedere di indi-
care le probabilith numericamente (p. es. in decimi 00%,
10%, 20%, ecc. o in centesimi 00%, 01%, 02% ecc., con
diverse possibili varianti come per i casi delle tre figure
dette). Anche in tale caso, fissando opportunamente il
punteggio in dipendenza della risposta data e dell'alter-
nativa realizzata, ciascuno & obbligato, per seguire il pro-
prio interesse, ossia per massimizzare la speranza mate-
matica di puntepgio, a indicare veritieramente la pro-
pria valutazione di probabilita. Si potra dubitare: ma ha
senso chiedere tanto? Chi & in grado di attribuire un
valore numerico sufficientemente preciso alle proprie sen-
sazioni, necessariamente vaghe, sulle probabilita?

La risposta & duplice. Da una parte non & il caso
di spingere tale desiderio di precisione oltre il limite del
ragionevole: come sarebbe assurdo voler determinare la
statura o il peso di un individuo con precisione al de-
cimillimetro o al milligrammo, nessuno pretenderh di
spingere la precisione nella valutazione di una probabilita
oltre limiti adeguati (p. es. oltre 1194, salvo in prossimita
di 0 e di 1 dove cid potrebbe non bastare). Ma, sgom-
brato il terreno dal rischio di interpretazioni assurde
per eccessiva pretesa di esattezza, sembra ben possibile
ed importante affermare, dall’altra parte, che lo scetti-
cismo nei riguardi di una moderata pretesa di esattezza
& infondato.
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Ad una migliore valutazione si pud pervenire, ed &
utile pervenire: & solo questione di allenamento, cosi
come per imparare ad apprezzare ad occhio una lunghez-
za, a stimare una durata di tempo od un grado di tem-
peratura. La situazione & diversa solo nel senso che si
tratia non di « stimare » qualcosa di esistente al di fuori
di noi ma di «tradurre in numeri » qualcosa che esiste
soltanto come « sensazione » od « opinione » dentro di
noi; ma a parte cio, la funzione dell’abitudine ad ap-
prezzare numericamente una grandezza & la medesima.
Se la funzione & la medesima, 'utilita & non altrettanto
grande, ma enormemente pily, perché c¢hi non sa stimare
una lunghezza od un peso pud rimediare impiegando’' un
metro o una bilancia, mentre nessuno strumenio esterno
permette di misurare cio che & interno - a noi.

In certo senso uno strumento & dato dall’impiego
di metodi come quelli ora illustrati: & tuttavia sempre
uno strumento che pud solo aiutare, non sostituire, l'in-
trospezione che nulla e nessuno, tranne il soggetto stes-
50, pud intraprendere.

Ma, si chiederd, a cosa mai serve il saper dare alle
proprie sensazioni di probabilith un valore numerico pitt
o meno accurato? Specie se si ammette, anzi si procla-
ma, che non hanno nessun valore da un punto di vista
oggettivo, esterno a chi le sente ed accetta? Anche qui
la risposta ¢ duplice, Da una parte & vero che la valu-
tazione numerica non aggiunge nulla al valore puramen-
te soggettivo, psicologico, della sensazione preesistente;
chi’ pensasse di trasformarla in altra cosa per trovare
una base diversa per le sue decisioni, sarebbe completa-
mente fuori strada. La base & quella che &; ciaseuno non
pué che regolarsi in base ai propri giudizi.

Tuttavia non & affatto inutile approfondire e affina-
re la conoscenza dei propri giudizi: se cid non porta a
sostituirli con altri, e meno che mai con qualcosa d'al-
tro, pud perd, in molti casi, mostrare la necessita di ri-

24



tocchi per eliminare discordanze e soprattutto insegna
ad adeguare ad essi le decisioni. Questa fase & razionale,
ed & gquanto mai opportuno rendersi conto di come deb-
ba essere condotta razionalmente, sia pur sempre sulla
base degli insostituibili giudizi personali, perché sono
facili e frequenti gli errori e le errate concezioni deri-
vanti dalla mancata conoscenza e riflessione del principi
da seguire.

Per tale motivo l'introduzione di sistemi perfezio-
nati di risposta ad esami tipo guestionario non sarebbe
soltanto un opportuno accorgimento in campo didatti-
co: ben pit della sua utilita per questo scopo specifico
sarebbe importante, a mic avviso, la sna funzione edu-
cativa generale. Funzione educativa nel senso di rendersi
maggiormente consapevoli dei propri giudizi di proba-
bilith e di apprendere a meglio precisarli traducendoli in
misure numeriche; nel senso di chiarirsi le loro fun-
zioni ai fini della decisione; nel senso di imparare ad
impostare matematicamente la scelta della decisione ot-
tima nei casi complessi ove ne vale la pena, e di acqui-
sire il senso di tale scelta in modo da decidere abbastan-
za correttamente anche dove la decisione venga presa
ad intuito o con semplice riflessione non sviluppata con
formulazioni e formalismi ‘matematici.

Le considerazioni ora svolte servono cosl come pun-
to di partenza per quelle che seguiranno, sulla probabi-
Lita nella teoria delle decisioni ¢ nella teoria dei- giochi.
Aver cominciato da questa applicazione di carattere psi-
cologico e didattico costituisce, penso, il migliore punto
d'avvio per diverse ragioni, In primo luogo perché si
pud concentrare l'atienzione semplicemente sugli schemi
di valutazione senza farsi distrarre da difficolth estranee.
In secondo luogo, perché qui & chiaro che l'incertezza
da misurare riguarda soltanto l'informazione del sogget-
to che giudica, e non il fatto della verith di questa o
quella delle alternative offerte, che di per sé & certamen-
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te gia accertato e noto; passando ad altri casi non ci
sard ragione pertanto d'immaginare che l'incertezza da
misurare debba essere qualcosa di inerente al fatfo in
guestione anziché all'individuo che & in dubbio. Ed in
fine, poiché I'impiego di nuovi strumenti non pud entra-
re nell'uso senza un adeguato addestramento — e non ve-
do migliore modo di provvedervi se non abituando ad
applicare metodi del genere sopra descritto nell’ambito
della vita scolastica — le indicazioni relative costituisco-
no una premessa pressoché necessaria per non far dubita-
re che la méta additata sia irraggiungibile per impossibi-
lith di familiarizzare gli individui con concetti ancora
estranei e antagonisti al modo comune di pensare.

Il mode comune di pensare — e ancor pit1 il modo di
pensare comunemente istillato dalla scuola e dalla cul-
tura tradizionale — disdegna di attribuire qualunque cosa
al «caso» anziché a cause, di ragionare di cose o di
leggi probabili anziché certe. In questo senso si tratta
di un residuo del determinismo, ormai superato anche
nelle scienze, a cominciare dalla stessa fisica che ne era,
nell’800, la roccaforte. Ma, come ha pustosamente illu-
strato, ad es., uno psicologo inglese, John Cohen (*}, l'idea
del caso & talmente estranea alla mente umana che, quan-
dao non trova spiegazioni per « cause », essa ricorre, piut-
tosto che attribuire l'accaduto al « caso s, alle pin as-
surde « spiegazioni »: alla fortuna, alla superstizione, an-

(*) In molti articoli e libri di cui uno tradotto in italiano:
J. Couex, Caso abilitd e fortuna fn psicologia, ed. Universitaria,
Firenze 1964 (nella lezione, il 31 marzo 1965 presi lo spunto da
una recensione di quel libro apparsa proprio quel glorno su La
Stantpa), Della questione qui toccata (e tra P'altro degli argomen-
ti di Cohen) mi occupo difusamente all'inizio del volume L'eco-
nontin dell'assicurazione (vol, XVI del « Trattato italiang di eco-
nomia », UTET Torino) in preparazione (di B. de Finetti, per la
I" parte, pili concettuale e introduttiva, e di Filippe Emanuelli
per la 2%, pia lecnica e applicativa).
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che al calcolo delle probabilith ma per utilizzarne inter
pretazioni sbagliate.

Cid vale in circostanze di ogni tipo, e ¢i limitiamo ad
accennare al caso del gioco (lotto, roulette, .. .) solo per-
ché, pur essendo il pit futile in s&, si presta pil sempli-
cemente e quindi pitt efficacemente per un breve com-
mento. Di uno che ha vinto, o che vince spesso, al lotto
o altri giochi (casuali) si dice spesso che & fortunato;
se con tale parola si vuol dire semplicemente che & una
fortuna, una cosa gradita, per lui, che il caso 'abbia fat-
to vincere, nulla di male, ma spesso invece alla parola
si associa U'idea di una sua quality di « essere fortunato »,
che «spiegas la wincita, attribusndola non al «caso»
ma al fatto che «la fortuna ghi & favorevole ». E — con-
cretamente, poiché solo le conseguenze concrete di frasi
misteriose vanno prese sul serio come significative — si
ritiene che gli convenga giocare perché vineerh ancora,
e che converrebbe pertanto anche ad altri giocare i nu-
meri che egli gioca. Se invece si ricorre a superstizioni,
si tratta di rilevare (o prima di decidersi a giocare, o do-
po conosciuto il risultato) dei motivi arcani per atten-
dere l'uscita di certi numeri o, dopo, per spiegarla (ca-
bala, coincidenze di date od altro), o per attendere o spie-
gare la vincita in data occasione (ricorrenze, festivita,
oroscopi, predizioni, ecc.).

E infine la piti assurda di tutte (anzi 1'unica matema-
ticamente assurda, perché le altre credenze sono scioe-
che — o almeno tali le riteniamo — ma di per s& non
contenigono nulla di logicamente assurde): il ricorso al
calcolo delle probabilita per trarne conclusioni che frain-
tendono e capovolgono ¢id che in esso si dimostra. L'e-
sempio pitt comune & quello consistente nell’attendere
con maggior fiducia che escano, al lotto, i numeri pilt
« arretrati », o il = nero » alla roulette dopo che si & avi-
to « rosso » parecchie volte di seguito, Se fosse una cre-
denza superstiziosa potremmo senz'altro ritenerla sciocca
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(col rischio di avere torto); se derivasse da un'effettiva
e correttamente eseguita esperienza statistica poiremmo
dubitare che esista qualche fattore che pregiudica la « ca-
sualith » del mececanismo usato (per es. estrazione o moto
della pallina) e cercare di individuarlo o escluderlo; ma
invece in realtd deriva dall'interpretare a rovescio i ri-
sultati della teoria e dell'esperienza. La teoria (ciog le
conclusioni deducibili dall’ammissione che tutti i numeri
vengano giudicati ugualmente probabili in ogni estrazio-
ne o colpo, indipendentemente dai risultati precedenti,
quali che essi siano) porta a stabilire che ritardi lunghi
s0n0 via via pitt improbabili fino ad essere, se cosi si ynol
dire, praticamente impossibili. L'esperienza statistica &
in accordo con tale previsione.

Percit & un vero e proprio errore di logica prima an-
cora che di matematica il voler sostenere che dopo un lun-
go ritardo un numero ha maggior probabilithd di uscire
impiegando il ragionamento che & basato sull'ipotesi op-
posta. Il fatto che ritardi lunghi siano praticamente im-
possibili varrebbe anche ammettendo che 1'useita di un
numero arretrato divenisse sempre meno probabile (per-
fino tendendo a zero, purché non troppo rapidamente);
vale, come detto, nella consueta ipotesi di indipendenza,
di estrazioni o prove « senza memoria » dell’accaduto;
e varrebbe, naturalmente, e a maggior ragione, se la pro-
babilita crescesse col ritardo, ma in quel caso dovremmo
attenderci che i ritardi lunghi fossero ancor pif rari di
guanto & previsto nella ipotesi normale e di guanto lo
s0no.

4) La probabilitd nel suo nessc con l'utilita
La nozione di probabilita acquista un significato ben
definito, « operativo », quando la si consideri in relazio

ne a problemi di decisione in condizioni di incertezza.
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I problemi di decisione socno quelli in cui si deve
cercare la soluzione ottima, secondo le nostre preferenze,
fra tutte le alterpative accessibili alla nostra scelta; il
fatto fondamentale e preliminare & pertanto quello dj
saper indicare e rappresentarci le nosire preferenze; poi
non rimane che da individuare dove esse raggiungono il
grado massimo.

Si possono avere problemi di decisione sia in con-
dizioni di certezza che in condizioni di incertezza; il pri-
mo caso perd costituisce in genere soltanto una sempli-
ficazione estrema ottenuta trascurando i fattori di incer-
tezza sempre pilt 0 meno presenti.

Siamo infatti in condizioni di incertezza guando il
risultato dipende non soltanto dalla scelta che spetta a
noi di fare (o, come si dice, dagli elementi che sono
« sotto il nostro controllo »), ma anche da altre circo-
stanze aleatorie ¢ comunque incognite e imprevedibili.
1n particolare pud dipendere anche da decisioni di altri
individui, ispirate da moventi e interessi in conflitto coi
nostri, ma allora entriamo nei problemi di « teoria dei
giochi ».

Vediamo ora anzitutte (n. 4) come si esprimano le
preferenze, dapprima in condizioni di certezza per poi
innestare le probabilita pervenendo alle condizioni d'in-
certezza, per passare — dopo altre indispensabili indica-
zioni (nn. 5 e 6) — all'applicazione alle decisioni in con-
dizioni di incertezza (n. 7) ed infine a quelle rientranti
nella teoria dei giochi (nn. 8 e 9).

Nel caso delle decisioni in condizioni di certezza, do-
ve si tratta di scegliere fra diverse decisioni di cui il
risultato & una conseguenza dei dati del problema, po-
trebbe addirittura sembrare che il problema non esista,
potendo noi scegliere senz'altro quella che da il risultato
migliore. Tuttavia, la situazione sari la stessa anche nel
caso di decisioni in condizioni di incertezza non appena
saremo riusciti ad estendere ad essi lo strumento per
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esprimere la preferenza (l'wiilita); comungue, un vero
¢ proprio problema da studiare, spesso atiraverso l'im-
postazione in forma matematica, si incontra soltanto
quando il numero e la complessita delle soluzioni pos-
sibili & tale da non consentire una scelta immediata «a
vista ». Se cio si verifica pit spesso per decisioni in caso
di incerterza non & a motivo dell'incertezza in sé bensi
per la maggior complessita che essa, a parita di altre cir-
costanze, comporta.

Anche in condizioni di certezza non & infrequente di
dover risolvere problemi complessi di teoria delle deci-
sioni, perché, anche se si suppone che le conseguenze sia-
no certe, non & immediato vedere qual'e la soluzione pre-
feribile. Molti problemi, ad es. preblemi di programma-
zione lineare, riguardano la ricerca del massimo sotto
certi vincoli che, pur essendo certi, non permettono di
trovare subito la soluzione ottima, ma solo attraverso
procedimenti di calcolo che spesso sono tanto complicati
da poter essere dominati soltanto da elaboratori elet
tronici.

E'’ bene anche sottolinears che, quando diciamo che i
problemi di decisione sono guelli in cui si deve cercare
la soluzione ottima secondo le nostre preferenze, vuol di-
re che di solito non esiste un obiettivo che sia opgetti-
vamente determinato ed indiscutibile: sovente si cerca
la soluzione che & migliore secondo il proprio criteric di
preferenza.

Si incontra pertanto una gquestione preliminare:
quella di vagliare le preferenze e di pervenire, attraverso
confronti cosi stabiliti, a tradurle nella costruzione di
una funzione-obiettivo, ciod di quella funzione che dovre-
mo cercare di massimizzare. Se si tratta di preferenze
proprie (dello stesso individuo che imposta il problema)
lavorera di introspezione, ciot domandera a se stesso co-
sa preferirebbe; se invece egli lavora per altri (un diri-
gente d'azienda o imprenditore ad altro che lo consulta;
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in generale, come si dice, il « Decision Maker », colui cui
spetta decidere) dovra trovare il modo di porgli quesiti
e domande in modo adatto per aiutarlo a chiarire a se
stesso e a rivelargli chiaramente le sue preferenze (che
in genere egli non sa vedere, e peggio esprimere, se non
in forma confusa e generica). Piu che a domande « ver
balistiche » (per es. se si tiene al profitto di quest'anno
o al consolidamento della posizione per il futuro o alla
conquista di una porziome maggiore del mercato ecc.)
occorrono a tal fine domande « operative », cioé « deci-
sioni ipotetiche » di tipo pitt semplice di quelle reali, ove
la complessita delle relazioni fra azione e risultato ri-
chiede risposte meditate e precedute da studi e calcoli.
Per es., una domanda « operativa » & se preferirehbe, nel-
l'anno, un profitto di 10 milioni in pit o la conquista di
un 1% del mercato nazionale in pia.

Un dato sistema di preferenze si put sempre tradur-
re in una funzione-cbiettivo, ma non in un solo modo:
si pud infatti sempre alterare arbitrariamente la scala.
Massimizzare una grandezza z & la stessa cosa che mas-
simizzare 7%, 0 —1/z, o log z, o &°, o qualunque altra fun-
zione crescente di z (). In particolare si pud immaginare
di tradurre la funzione-obiettivo in termini monetari, as-
sumendo come tale v=v{z)=valore di un guadagne certo
giudicato equivalente al raggiungimento di una situa-
zione avente z come valore della funzione-obiettive di
partenza, Genericamente, tutte le funzioni-obiettivo si
possono chiamare « indici di utilith » (come & duso par-
ticolarmente nel caso di decisioni economicamente rile-
vanti); tra di esse una si chiamera utilita (senz'altro) per
il ruolo significativo e fondamentale che ha nel caso di

("} 1 primi tre esempi — per sceglierli semplici — non sono
validi s z non & sempre positiva; l'ultimo e infiniti altri sono
validi sempre; del resto, gualunque sia z, z' = e & sempre po-
sitivo e si pud partire da z'
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decisioni in condizioni di incertezza (caso cui ora passia-
mo, e che, come detto, ¢ il solo che realmente ci inte-
ressa); la indicheremo u=ufz).

La teoria delle decisioni in condizioni di incertezza,
ammesso di conoscere la funzione-obiettivo per il caso
di certezza, richiede soltanto di estendere la definizione
al campo delle situazioni incerte. Ciog, ammesso di sa-
pere che a certe situazioni S,, 8., ..., 5, corrispondono
ivalori z,, z., ..., z, di una funzione-obiettivo, z, occorre
stabilire quale sard il valore Z della stessa funzione
obiettivo per la « situazione di incertezza » S consistente
nel poter avere a sorte la situazione 8, con probabilita
pa. la S, con probabilita p., ..., la S, con probabilita p,,
La risposta pili ovvia apparirh naturalmente quella con-
sistente nel prendere

z = PiZi + PaZi 4+ ..+ Puly

ossia la media aritmetica ponderata dei valeri di z, con
le probabilita come «pesi», o — come questa espres-
sione si chiama nella teoria delle probabilith — la « spe-
ranza matematica » di z. E tale risposta & anche giusta,
salvo una precisazione: evidentemente la formula, la re-
gola, non pud andar bene gualungue sia la funzione z
che si consideri fra I'infinitd di « indici di utilita »; po-
tra andar bene per una soltanto (%), ed & quella cui ri-
serveremo, come accennato, il nome di « wrilitd ».

Non esiste un criterio oggettivo per definirla, ne pud
esistere, dato che non ha alcun significato oggettivo; per
determinarla bisogna ricorrere di nuovo a giudizi di pre-
ferenza dell'individuo di cui ci si interessa (il « Decision
Maker »). Attribuiti a due situazioni qualunque i valori,
per es, u=0 e u=1, bastera attribuire il valore u=1

(*) A meno, naturalmente, della scelta {arbitraria) dell'ori-
gine e dell’'unita di misura,
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alle situazioni equivalenti a quella di un sorteggio
con probabilita uguali (509 - 50%) fra quelle due; col
medesimo concetto si pud proseguire tutta la funzio-
ne. Possiamo dire che lutility coinciderebbe col valore
del guadapno monetario — sarebbe ciog u=v (o u(z)=
=v(z}, se si pensa di partire da un indice di utilitd gua-
lungue, z) — per un individuo che non avesse alcuna
avversione al rischio. Si pud anche considerare pratica-
mente u=v, cioé trascurare la distinzione tra valore mo-
netario e utilitd, quando si tratta di operazioni di entita
non rilevante. Altrimenti, per effetto dell'avversione al ri-
schio, 'utilita cresce meno rapidamente del valore mo-
netario {cio#: un seconde milione di un aumento di uti-
litd minore del primo, un terzo minore del secondo, e
cosl via, in misura tanto pit forte quanio maggiore &,
per un dato individuo, l'avversione al rischio (ed in ge-
nere anche, naturalmente, in rapporto alla sua ricchezza).

La teoria delle decisioni in condizioni di incertezza,
secondo quanto detto, si riduce pertanto alla massimiz-
zazione della speranza matematica dell'utilitd, o, pit bre-
vemente, dell'utilitd sperata, o, addirittura, semplicemen-
te, dell'wrilird (la « utilith sperata » non essendo altra no-
zione dell’« utilitd » se non per essere estesa al caso del-
lincertezza). Questa & la formulazione data, sostanzial-
mente, da Daniele Bernoulli fin dal 1730, ma ripresa solo
recentemente in base alla dimostrazione che essa costi-
tuisce l'unieo criterio che soddisfa naturali condizioni di
coerenza: la ripropuse Ramsey (1926), ebbe risonanza per
la presentazione di von Neumann e Morgenstern (1944},
pervenne all'assiomatizzazione pil spinta con Savage (¥).

(*) Daniele Bernoulli introdusse la nozione di « speranza mo-
rale » (= speranza matematica dell'utilitd) in « Specimen theo-
riae novae de mensura sortis », Comon. aced. scient, imper. Pe-
tropolitarae, 1738 (accessibile in traduzione inglese su Econome-

trica, 22 [1954]); Frank P. Ramsey (morto in %:;w:me etd} espo
se le sue vedute in due note, « Truth and probability » (1926} &

3%



Nel seguito, per semplicita, e per hssare maggior-
mente l'attenzione sulla probabilita, trascureremo 1in-
fluenza dell'avversione al rischio identificando 'utilita col
guadagno in termini monetari (cio che sappiamo comun-
gue essere lecito per rischi di non eccessiva entita). Espri-
mere tutto in termini di utilith implicherebbe un cam-
biamento di scala, e, di per s&, sembrerebbe indiffe-
rente 1'uso di una scala o di un'altra; perd, se conside-
riamo due operazioni successive {stipulate in termini mo-
netari), il risultato complessivo sarebbe dato dalla som-
ma usando la scala monetaria ma non lo sarebbe usando
la scala dell'utilita {perché |'utilith del secondo guada-
gno dipenderebbe dal guadagno della prima operazione
in quanto esso altera il livello di ricchezza cui va aggiun-
to): di qui la complicazione che & preferibile evitare.

Del resto, il fatto di pensare, in un primo studio, la
utilith sostituibile con il guadagno monetario, trascuran-
do la curvatura che viene dall'avversione al rischio, & un
po' come, in meccanica, prescindere in un prime mo-
mento dall'elasticita, ossia pensare tutti i corpi perfetta-
mente tigidi, salvo ad estendere in un secondo tempo
lo studio al caso reale dei corpi elastici. Si tratta di sem-
plificazioni praticamente molto utili, perché danno la pos-
sibilita di affrontare i problemi per gradi, facilitandone
la comprensione.

« Further Considerations » (1928), ripubbl. nella raccolta dei suoi
scritti The Foundations of Marhematics and other logical essays,
Kegan, London, 1931; John von Neumann e Oskar Morgenstern
fecero uso dell’ utilita nella celebre Theory of Games and Eco-
nonptie behavior, Princeton Un. Press. 1944, e ne diedero una trat-
tazione automema nella Appendice; Fimpostazione di Leonard J.
Savage & ogeetio del suo volume The Foundations of Sraristics,
Wiley, New York, 1964,

5 Tilevato che esistono anche impostazioni difformi da
guella sopra indicata, che & perd la sola accettabile secondo il
punte di vista cui aderisco.
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5) La probability ed | criteri per misuvrarla

Dobbiamo occuparci soprattutto della probabilita,
ma finora ne abbiamo parlato come se si trattasse di
concetto gid noto. In realta ne avevamo gih parlato a
proposito dei sistemi di risposta a questionari, e la via
da seguire sara la stessa di allora; perd cccorre ripren-
derla in mode piti approfondito. In quel caso, era la
decisione di un individuo sulla risposta da scegliere che
rivelava (se fatta ponderatamente) la valutazione di pro-
babilita, e che la rendeva « osservabile » ad altri e per-
tanto « dotata di senso=. E anche qui dovremo ricor-
rere a decisioni per rivelarci le probabilita, prima di po-
ter usare le probabilits come elemento per basarvi le
decisioni; si tratterd di dispositivi di decisione semplici
congegnati espressamente come strumenti di misura, co-
si come un contatore elettrico che & pur sempre una
macchina, benché concepita per ottenere una misura an-
ziché per produrre lavoro.

E il dispositivo pilt semplice altro non ¢ che, sostan-
zialmente, quello gia usato per le risposte a questionari:
vedremo infatti che basta perfezionarlo per piungere
(tecricamente) a ricavare la valutazione esatfa delle pro-
babilits, Basta far scegliere, per ogni evento E, un nu-
mero x, essendo stabilito che cid comporterd una pena-
lizzazione pari a ¥* se l'evento E mon s verifica e ad
(l—x¥ se invece E si verifica; si dimostra facilmente che
ciascuno ha convenienza a scegliere per x il valore della
probabilita di E secondo la sua opinione. (Piit esatta-
mente, definendo tale x come sua probabilith, essa gode
di tutte le proprietad volute per tale concetto).

Tale criterio si pud adotrare senz'altro nel caso di
risposte a questionari, e non ¢ aliro che l'equivalente
del metodo che avevamo presentato rappresentandolo
nella fig. 10, quando, anziché limitarsi a poche distinzie-
ni mediante stelle (con intervalli di 20% per le probabi-
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lita), si pensi di chiedere le indicazioni delle probabilita
esattamente (ad. es.: alternativa A, 13,72%; B, 56,45%:;
C, 29,83%; beninteso tale precisazione sara esagerata, ma
comunque si suppone che uno indichi il valore con la
precisione che desidera, senza limitazioni imposte). Se
si verifica A la penalizzazione sard (100 — 13729 +
+ (56,45 + (29.83F, ed analogamente nei casi B e C.
Geometricamente, sulla figura (solite triangole, cfr. fig.
12), la penalizzazione, nei tre casi, ¢ rappresentata dal
quadrato della distanza tra il punto P (che rappresenta
le tre probability scelte) e quello risultato (o A, 0 B, o
€), ossia, nei tre casi, AP® o BP* o CP,

Tale significato vale anche nello spazio (tetraedro,
se le alternative sono quattro), ed in generale, per r qua-
lunque, nello spazio ad r—1 dimensioni,

A

FIG 12
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La speranza matematica di questa penalizzazione &
Pa- AP + pg. BP? 4 pe. CP?
(ossia il momento di inerzia rispetto a P di A, B, C, coi
pesi pa, Py, Po) qualunque sia il punto P indicato; ma,
volendo indicare tale punto in modo che tale speranza
di penalizzazione sia minima, bisognerd che P sia pro-
prio il punto P{p:, ps, pc). Esso & infatti il baricentro
dei punti A, B, C, con pesi ps, pn, Pe, ciok

P=p+A+tpy-B+pc-C,
ed & noto che 11 momento di inerzia & minimo rispetto
a P: prendendo un punto diverso, P', ciod dando un'in-
formazione alterata anziché quella sincera sulle proba-
bilitd, la speranza matematica di penalizzazione aumen-
terebbe di PP~

Questa spiegazione geometrico-meccanica svolta nel
caso di tre eventualith aveva perd solo lo scopo di ri-
collegarci alle considerazioni sui metodi di risposta ai
guestionari ed alla ormai familiare rappresentazione sul
triangolo equilatero. Se ¢ giovata per dare almeno una
intuizione su quanto detto nelle precedenti considera-
zioni, tanto meglio, ma cid non & necessario, E' sufficien-
te infatti sviluppare le stesse considerazioni sul caso di
un solo eventa, E, dove si hanno due alternative, E e
non-E (od E), caso accennato inizialmente, cui si ricon-
duce quello di tre {o pil1) eventualitd in quante la pena-
lizzazione nel caso di tre eventualith, A, B, C, non & che
la semisomma di tre penalizzazioni su tre decisioni sem-
plici (su A o non-A, su B o non-B, su C o non-C).

Riferiamoci dungue al caso di un evento E (che pud
verificarsi o non verificarsi: i casi sono due); nella fig.
13 indichiamo sull'asse delle ascisse il caso E nel punto
x=1 e il caso non-E nel punto x=0; ogni punto inter-
medio (0 < x < 1) rappresentera la valutazione di pro-
babilita (che da ad E la probabilita x e ad E= nonE
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la probabilitd 1—x). Si noteri che la rappresentazione sul
segmento (0,1) & la stessa usata sul triangolo A, B, C,
(che ad essa si riduce se uno dei tre casi risulta impos-
sibile: solo il lato opposto rimane supporto di proba-
bilitd ammissibili).

Su questo segmento (0,1) si potrebbe, naturalmen-
te, ripetere il ragionamento gecmetrico-meccanico fatto
sul triangolo (il momento di inerzia ¢ minimo nel bari-
centro), ma & facile anche presentare il risultato in una
interpretazione pii diretta: quella illustrata nella fig. 13.

FIG. 13



1l dispositivo di decisione offerto per valutare la pro-
babilita atiribuita da un dato individuo ad E consiste
nel fargli scegliere un valore x tale che la penalizzazio-
ne cui & comungue soggetto valga x® se E non si verifica
ed (I—x¥ se E si verifica. Vogliamo dimostrare che gh
conviene scegliere per x il valore che egli attribuisce alla
probabilith di E; all'uope vediamo cosa succede ze egli
non segue questa norma, scegliendo x = x, come valore-
base per la penalizzazione menire & x = ¥, il valore che
attribuisce alla probabilita.

La penalizzazione sard, nei due casi, x° ed (1—x, ¥,
e la sua speranza matematica sard (per ogni valore x at-
tribuito alla probabilita di E)

y = (1—x? + x{l—x P =% 4+ x(1—2x,);

per ogni valore di x, abbiamo pertanto una retta, e si
tratta, come mostra la figura ¢ come tosto verificheremo,
delle tangenti alla parabola y=x(1—x) (nel tratto entro
0 < x < 1). Chi valuta Ia probabilith come x=x, valu-
terd in (1—x,)%,* + x,{1—x, la penalizzazione in cui in-
corre chi sceglie x=x, come sua base; con facili passag-
gi l'espressione si trasforma in x(1—x.) + (x,—x,), il
che mostra tutto quel che si era accennato:

— scegliendo %, diverso da x, si accresce di (x,—%,)°
{sempre positivo!} il valore minimo della penalizzazione,
% 1—=x,}, ottenibile scegliendo x,=x,, come asserito;

— il valore minimo della penalizzazione ha come
grafico la parabola y=x(1—x) (con zeri in x=0e x=1, e
vertice in x=!4, y=4 }): per x=x, si ha y=yv.=x(1—x,);

— in generale (scrivendo un generico x anziché x,)
la retta y=(l—x}x®+ x({1—x,¥ & anche data da
y=x{1-—=x) + (x—=x,)"; si tratta quindi — come asserito
— della tangente alla parabola y=x{1—=x) nel punto
x=x, dove la differenza, (x—=x,¥, si annulla senza cam-
biar segno; volende precisare — per chi ne sa di pit —
& un infinitesimo di ordine superiore al primo, e precisa-

39



mente di secondo, ciog si ha una radice doppia, oppure si
annulla anche la derivata, ecc.).

Con queste spiegazioni, la fipura parla chiaramen-
te: le tangenti stanno sopra la parabola; l'ordinata mi-
nima (in corrispondenza all’ascissa x=x, che rappresen-
ta la probabilita) si ottiene prendendo la tangente ivi, e
cio significa proprio scegliere come base per la penaliz-
zazione lo stesso valore x=x,=x,.

&) La probabilita per un corratto senso della « previsiona »

Usando tale schema potremo rilevare le valutazioni
di probabilita di diversi individui su fatti di qualungue
genere, Non importa che si tratti di eventi disparati (cia-
seuno suscettibile di risposta SI o NO, indipendente-
mente dagli altri) oppure di eventi incompatibili raffi-
gurabili come risposte alternative a una stessa doman-
da. Se, ad es., abbiamo una domanda che ammette tre
risposte, A o B o C, & la stessa cosa che considerare tre
domande cui rispondere 5I o NO: & vero A?, & vero B?,
& vero C? Sono due forme diverse per chiedere la valu-
tazione delle tre probabilita di A, B, C. §i potrd pensare
che il caso sia diverso in quanto sarh obbligatorio va-
lutarle in modo che pa+pa+pe = 1; in effetti non & che
occarra stabilire un obbligo, ma si pud dimostrare che
& conveniente fare cosi, altrimenti le valutazioni si po-
trebbero alterare in modo da diminuire la penalizzazio-
ne in tutti e tre i casi. E cid vale per un numero gua-
lunque di alternative ed altre situazioni comungue com-
plesse;: ma ci riferiremo ancora soltanto al caso di tre
alternative per pensare sempre al triangolo e a quanto
detto al riguardo a proposito di risposte a questionari.

Non ci sarhd nessuna diversity, tranne il fatto che
qui si tratta di avvenimenti che sono «incerti » nel sen-
so di « ancora imprevedibili per tutti », mentre nel caso
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dei questionari erano « certi » per l'esaminatore e per
le persone informate; cio importava notare per confuta-
re lidea che la probabilita sia legata a distinzioni meta-
fisiche sulla « cavsa » della non conoscenza di chi la giv-
dica: se dovuta al fatto che la cosa appartiene al futuro
o che non ne ha avuto notizia o che non la ricorda od
altro.

Esempi di valutazioni di probabilita per fatti futuri
(per semplicith con tre risposte) potrebbero essere:

Il tempo, domani qui, fara l‘ A = ploggia
B = coperto, senza piopgia
l £ = sereno
In questo esame A = promosso
lo studente N.N. sard B = rimandato
C = bocciato
1l processo contro XY, sl A = ergastolo
concludera con B = altra condanna
C = assoluzione
In un dato incontro di cal- I A = yittoria
cio, la squadra H conse- B = pareggio
guirk | C = sconfitta

Un esperimento ¢ stato fatto, per due anni (Univer-
sith, Roma, miei allievi alla Facolta di Economia ¢ Com-
mercio, anni 1960-61 e 1961-62) formulande in termini
di probabilitd i pronostici per le partite di calcio di Se-
rie A, con risultati interessanti ed incoraggianti circa
la possibilita di’ apprender a meglio apprezzare il valo-
re dei numeri con l'esperienza e a dimostrare lutilita
di una riflessione e competenza nel tener conto di ogni
possibile elemento di giudizio (sul valore e stato di for-
ma delle squadre, ecc.).

Questi sono esempi utili di per s¢ a titolo di espe-
rimento, ma naturalmente le applicazioni importanti so-
no guelle alle decisioni che la vita ci obbliga continua-
mente a prendere, in circostanze sempre diverse e spes-
so imprevedibili,
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Ogni allenamento su casi schematici o giocosi & uti-
le se ed in quanto abitua a quel modo di prospettarsi
le altermative ed a scegliere tenendo conto delle proba-
bilith nel modo che la teoria prescrive.

Si possono menzionare molti campi in cui lo studio
delle soluzioni pitt convenienti da adottare, secondo 1
dati e le circostanze di ogni singolo caso, & stato siste-
maticamente sviluppato e viene largamente applicato
nella pratica, ma richiede, come punto di partenza, delle
valutazioni di probabilita dipendenti in larga misura da
giudizi personali.

Vi sono molti casi in cui si ricorre, prima di pren-
dere una decisione, alla consultazione di un esperto, per
averne un parere consistente, propriamente, in una sua
valutazione di probabilith. Conviene menzionare, come
esempio, il caso di un geologo interpellato circa un pro-
getto di perforazione di un pozzo di ricerca petrolifera;
a prescindere dal fatto che si tratta di un caso impor-
tante ¢ interessante, cib & opportuno per l'esistenza di
una approfondita indagine sull'argomento, da parte di
C.J. Grayson, da cui potremo trarre spunti e citazioni (*).

In tale situazione il geologo « fa delle valutazioni cir-
ca le prospettive di successo, e cerca di comunicare gue-
ste sue valutazioni ai responsabili della decisione (Deci-
sion makers), mediante una descrizione dell'informazione
geologica, integrata da frasi valutative, da classificazioni,
o da probabilitdé numeriche ». Cosi dice Grayson, che co-
sl commenta: « Le frasi valutative — di cui egli da, a
p. 56, una lista di divertenti esemplificazioni — non han-
no alcuna base assoluta né alcun significato di specifica
classificazione. (Tuttavia ...) tali frasi indubbiamente in-
fluenzano, in certa misura, i responsabili della decisio-

()} C. I Grayson, Dacisions under uncerlainiy: Drilling de-
cisons Iy ofl and pas o eminre Harvard Univ., 1960; citazioni
dalle pp. 5658 e 250255 (passim).
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re. Le valutazioni numeriche costituiscone di fatto il pii
utile, ma certamente anche il pil: controverso, dei metodi
per tiassumere il giudizio del geologo,

Le valutazioni numeriche sono le pin utili per una
analisi formale, perché esse rendono possibile di combi-
nare appropriatamente le risposte del geologo con gli
altri fattori agli effetti della decisione: in questo modo
il Decision maker put ponderare ogni eventuality secon-
do il grado di probabilita col quale egli sente possa av-
verarsi, (Ma...) i numeri non implicano oggettivita, o
autorita, benché molti abbiano preso la tendenza di ve-
dervi qualcosa di magico; essi non sono che una diversa
forma di linguaggio che permette ai giudizi soggettivi di
essere tradotti in una forma pii precisa, e in una forma
suscettibile di utilizzazione quando si tratta di inserire
la valutazione dell'esperto nell'insieme degli altri aspet-
ti del problema della perforazione ».

L'opportunitad di decidere in un senso o nell’altro
dipende infatti non solo dalle prospettive dal punto di
vista geologico ma da innumerevoli altre circostanze e
previsioni {di natura economica, ecc.), come risulta chia-
ro dall’analisi di Grayson; sarebbe pertanto inadatto chie-
dergli un consiglic circa la decisione da prendere in
pratica.

Ne, d'altra parte, potrebb’essere ragionevole chie-
dergli una « predizione », una « profezia », ciod una ri-
sposta certa se il petrolio in quel punto c'¢ o non c'é,
dato che egli non dispone di prove ma solo di indizi (**).

{1y Riportiamo dalle pagine — spesso piene di spirito — del
libro di Grayson un significativo aneddote, atto a far risaltare la
fallacia dell'atieggiamento di « disdegno dell'incertezza », Chi di-
sdegna di decidere in base a sensazioni di probabilita, =i com-
piage in genere dell'autoinganno di proclamare « certa» lalter-
nativa in base alla quale decide di scegliere la sua azione {anzi-
ché riflettere sull'espressione del reale stato di incerterza e di
sensazioni e giudizi che & tutio cid che & ragionevole attingere
ed usare come base per l'azione). [Segue a p. 44]
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E, chiedendo valutazioni di probabilita, sussiste il
oroblema di come indurre il geologo ad avere interesse a
dare risposte esattamente rispondenti alla sua opinio-
ne: ¢ chiaro ad esempio che, associandolo all'utile del-
l'operazione (ma non alle perdite} avrebbe interesse a
deformare la valutazione in senso ottimista, e associan-
dolo anche alle perdite potrebbe avere interesse opposto
per non sopportare perdite derivanti da errate valuta-
zioni di aspetti economici non a lui imputabili, ecc. Que-
sta difficolta, rilevata e discussa da Grayson, senza per-
venire a soluzioni soddisfacenti, mi sembra rsulti feli-
cemente: risolta col metodo di penalizzazione suggerito,
Maturalmente, la penalizzazione consisterebbe, nel caso di
un esperto, nella trattenuta di una certa aliquota del suo
onorario (e cosi in generale, nel caso di questionari, pro-
nostici, ecc., sarebbe in genere una decurtazione di un
premio o compenso corrisposio ai partecipanti) ().

Ecco l'aneddoto (a pag. 52):

« Un'insegna appesa nellufficio di un operatore petrolifers
porta questa scritta; POZET CHE RISULTERERRERD ASCIUTIT MON DE-
VONO VENIR PERFORATI, Quiesta sarebbe realmente una nrﬂgt_!la an-
reaw semmal alcuna impresa petrolifera potesse seguirla. Sfor-
tunatamente, nessuna lo pud! neppure gquesto stesso operatore
che, pochi anni fa, in 30 consecutive perforazioni non trovo che
pozzi asciutti .

(1} La concezione di metodi del genere sembra si trovi per
le prime volte in una nota di Masaxao Tood del 1951 {che non co-
nosco), « Measurement of intuitive probability by a method of

me », Japanese Jaurnal of Psychology, 22, pp. 2840, e in una di
. Mo Cuanty, « Measure of the value of information », Proc. Nat.
Acad, Sci, 42 pp. 654-655 (1956). Il problema sl era presentato,
indipendentemente, in discussioni tra L.J. Savage (che anni pri-
ma aveva esaminato un sistema diverso, inedito) ¢ B. de Finetti
{che suggeriva il metodo « quadratico » qui esposto); di tale mez-
#o & stafa falla menzione, quasi simultaneamente in B. pg Finer-
11 e L. J. SAvace, « Sul modo di scegliere le probahilith iniziali »,
Bibl. d. Metron, 1 (1962), B. pe Fixerrr e F. Mintsors, La mate-
nuatica ¥ le applicaziont economiche, ed. Cremonese, Roma,
1951, e da B, de Finetti in un convegno a Brasov (Romania) ¢
in un contributo al volume, curato da 1. J. Goon, The Scientist
specidlates: An anthelogy of partly baked ideas (ed. Heinemann,
London), entrambi del 1962,
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Ma la possibilita di ottenere, con metodi concepiti
secondo tale intento, delle informazioni non distorte su
valutazioni di probabilith dei diversi individui, & cosa
di grande importanza ben pill in generale, tra l'altro per
finalith e applicazioni nel campo della economia, Ripor-
tiama, come significativa testimonianza al riguardo, un
passo dell'importante discorso di Haavelmo a Filadel-
fia (**). «Io penso — egli disse — che la pili parte di
nol ha la sensazione che, se potessimo usare esplicite-
mente delle variabili esprimenti, ad es., cio che la gente
pensa su un futuro andamento dei prezzi o dei redditi,
o cio che la gente pensa sugli effetti che avranno le loro
azioni, saremmo in grado di stabilire relazioni che po-
trebbero essere pili accurate ed avere un maggior va-
lore esplicativo. Ma, siccome le statistiche relative a que-
ste variabili non sono sviluppate abbastanza a fondo, noi
non prendiamo abbastanza sul serio il problema di for-
mulare delle teorie basate su queste variabili. E' mia con-
vinzione che, se noi riusciremo a sviluppare pit espli-
citamente dei modelli economici espressi in termini di
queste variabili, che sono delle cose realmente esistenti
nella mente delle persone anche se non sono reperibili
negli abituali annuari statistici, allora apparira possibile
trovare, e si finird per trovare, le vie ed i mezzi per
ottenere effettivamente delle misure di guesti dati ».

A meno che noi non supponiamo che la gente pensi
in termini di illusorie profetiche predizioni (certezza nel-
V'avverarsi di specifici fatti attesi), le variabili che si do-
vrebbero misurare sono le probabilita personali in cui si
traduce la formulazione e la misura della personale pre-
visionte. Si noti la radicale opposizione tra le due no-

{12} T. Haavermo, « The role of the econometrician in the
advancement of economic theory » (Presidential address, Bcono-
ml:ui.-ié:l Society, Philadelphia, 29.12.1957), Econometrica 26 {1958),
pp. 351-357.
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zioni designate qui coi termini (nel linguaggio corrente
pressoché sinonimi) di previsione e predizione,
Avevamo precisato che l'importanza di questi me-
todi di valutazione delle probabilita si riferisce special-
mente a quei casi in cui esse sono « dipendenti in larga
misura da giudizi personali», e tale frase, prendendola
alla lettera, & in contrasto con il punto di vista soggetti-
vistico, cui aderisco, secondo il quale si tratta sempre ed
esclusivamente di giudizi personali. La contraddizione
scompare se, 4 precisazione di quella precisazione, spie-
ghiamo ora che non si trattava di fare una distinzione
fra casi di natura diversa, ma solo di accennare alle sfu-
mature, nell'ambito dell'unico caso, di probability — ciog
— consistente in un giudizio personale, derivanti dalla
presenza di pilt 0 meno consistenti e pressanti informa-
zioni su circostanze esteriori, oggettive (come i consueti
casi di «simmetrie» o di «osservazioni statistiche »),
atte a influenzare, generalmente in modo pressoché uni-
forme, il gindizio della maggior parte delle persone,
Tuttavia, anche in tutti questi casi & altrettanto es-
senziale, in principio, partire da valutazioni personali,
benché in pratica il loro effettive divario non sia spesso
abbastanza forte e determinante per riflettersi in divario
percettibile sulla valutazione che interessa. Ma, dal punto
di vista teorico sempre, e spesso anche agli effetti pra-
tici, nel ricavare da circostanze esteriori del genere men-
zionato una opinione personale (attuale o finale), bisogna
partire da quelle valutazioni (iniziali) di probabilita che
si sarebbero fatte prima di conoscere quelle circostanze,
quei risultati di osservazioni o esperimenti di tipo stati-
stico. Per molto tempo gli statistici si sono sforzati di
respingere questo principio, che & il teorema di Bayes,
cercando di costruire dei metodi statistici nombavesiani
di stima, di prova, di decisione; ma sembra ora che sif-
fatta aberrazione perda progressivamente terrenc.
Importante ad esempio & l'affermazione fatta al ri-



guardo da Malinvaud nel suo trattato sui metodi statistici
nell’'econometria (**): dopo aver ammesso che i metodi
standard (nonbayesiani) possono apparire una sconnessa
raccolta di ricette gratuite, ed accingendosi a rimediare,
nella sua magistrale esposizione, a tali deficienze col pre-
sentare argomenti e chiarimenti a giustificazione di ogni
metodo entro i limiti di applicazione che risultano ap-
propriati, egli osserva, tuttavia, che per raggiungere com-
piutamente il suo intento chiarificatore sarebbe stato de-
siderabile basarsi sistematicamente sulla impostazione
bayesiana e sulle probabilita sogpettive, se la teoria e la
tecnica della loro applicazione in questi campi fosse gia
suflicientemente sviluppata.

Accenniamo ancora — pitt che altro a titolo di cu-
riosita, dato che l'argomento & un po' fuori dal campo
che particolarmente ci interessa e che d'altronde non vi
cl possiamo soffermare — una applicazione in cui 1'im-
postazione & stata fondata sulla concezione bayesiana. Si
tratta di un metodo per la diagnosi del cancro delle ossa
mediante elaborazione di dati (dati personali, sintomi,
risultanze radioscopiche) affidata a un calcolatore elet-
tronico. La risposta che esso da consiste nell'elencare le
diverse diagnosi compatibili coi dati, e fin qui si tratta
di un’analisi semplicemente logica; ma poi, per ciascuna
di queste diagnosi possibili, viene calcolata la probabiliia,
e questo & il risultato di un'analisi statistico-probabilisti-
ca con criterio bayesiano (™).

{13} EpMunp Marisvaun, Méthodes statistiques de l'écono-
métrig, ed. Dunod Paris, 1964, Chr. p. VIIIL.

(¥} 5i tratta di una ricerca in corso presso il Dept. of Ra-
diology della Universith di Missouri, diretto da G, 8. Lodwick,
Cfr. R. 8. LepLey and L. E. Lusten, « Medical diagnosis and mo-
dern decision making », in Mathematical problems in the biolo-
gical sciences (Proc. of Symposia in Appl. Math. vol. 14), Amer.
Math. Soc., 1962

Non sard possibile spiegare maggiormente — qui — in cosa
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7) La probabilita nei problemi di decisions

Dopo aver detto come l'estensione della nozione di
utilita al caso dell'incertezza fornisca in modo ovvio il
criterio di decisione in condizioni di incertezza, consisten-
te nel massimizzarla (e dopo osservato che esso si riduce
praticamente, per operazioni di limitata entitd, di « or-
dinaria amministrazione », nella massimizzazione della
speranza matematica del guadagno in termini monetari),
il problema delle applicazioni non & piil, concettualmen-
te, un problema; rimane soltanto da richiamare I'atten-
zione su alcuni aspetti e conseguenze interessanti meno
ovvie.

I problemi di decisione che si incontrano nel campo
pratico vannoe in genere sotto la denominazione di « Ri-
cerca operativa » ('"); pud trattarsi di decisioni in con-
dizioni di certezza o d'incertezza, ma, a non semplificare
troppo la schematizzazione, un'incertezza esiste sempre.
Cosl ad esempio nella teoria delle scorte intervengono
fattori di incertezza circa l'andamento dei consumi o
vendite, circa i ritardi negli approvvigionamenti, ecc.;
nella teoria delle code (o fle d'attesa) & in genere alea-
toria la successione degli arrivi e spesso anche la durata
del servizio; nei calcoli di convenienza aziendale, molte

consista il « criterio hayesiano »; tuttavia un’applicazione nel pros-
simo n. 7 potrd darne, indirettamente, un'idea. Per maggiori chia-
rimenti sul punto di vista soggettivistico e i1 suoi rapporti col
criterio bayesiano cfr. H. E. Kveurc and H. E. Sx0KLER, Studies
in subfective probability, Wiley, New York, 1964 (antologia di
scritti diversi, tra cui uno del presente autore).

(**) Con tale nome (« Operations Research» in America,
« Dperational Research» in Inghilterra) furono designati, duran-
te la 2* guerra mondiale, i metodi matematici impiegati per tro-
vare la migliore soluzione a problemi logistici e stratepici. Tali
metodi furono pei largamente usati in relazione a problemi del-
l'industria e ad applicazioni economiche in genere.
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previsioni ‘vanno considerate come aleatorie, in partico-
lare quelle riguardanti le vendite, e via dicendo.

In tutti i casi del genere la teoria delle decisioni co-
stituisce la base per trattarli adeguatamente.

Un esempio particolare, su cui conviene soffermarsi
per illustrare qualche aspetto della teoria, & quello delle
decisioni riguardanti le ricerche petrolifere: esso offre
— oltre al gid menzionato vantapgio di essere stato am-
piamente analizzato e studiato da Grayson — quello di
far intervenire direttamente (non frammisti a complica-
zioni statistiche ecc.) i concetti illustrativi generali. La
decisione fondamentale sta nell'effettuare o non effettua-
re la perforazione di un pozzo di ricerca in un dato pun-
to, e, subordinatamente, nel decidere subito o previa ac-
quisizione di nuove informazioni {per es., pareri di geo-
logi, prospezioni sismiche, ecc.). 1 fattori di incertezza
riguardano anzitutto V'esistenza o meno di un giacimen-
to, e, subordinatamente, la sua potenzialitiy e profondita,
nonché l'ammontare delle spese che si incontrerebbero
per la perforazione fino al successo o all'abbandono del-
l'impresa. Per dare un'esemplificazione numerica, in for-
ma molto semplificata limitiamoci a distinguere tre even-
fualith: A = insuccesso (non c'® nessun giacimento, al-
meno fino alla profondita cui si spinge la ricerca), B =
successo modesto, C = successo rilevante; le decisioni
possibili siano per ora soltanto D, = si (perforare) e
D. = no ().

(1) Altre decisioni potrebbero essere (Cfr. Grayson) diverse
modalita di dividere la partecipazione all'impresa o determinati
risehi di essa con altri. Non le menzioniamo sia perché la preci-
sazione di tali modalita appesantirebbe inutilmente l'esposizio-
ne, e sia soprattutto perché tali accordi potrebbero risultare van-
taggiosi per entrambi i contraenti solo tenendo conto della cur-
vatura dell'utilitd (oppure sotto ipotesi specialissime: per es. se
l'esito dell'eventuale perforazione costituisce un'informazione uti-
le per il proprietario di un terreno adiacente).
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Indichiamo con —20, 4100, +1000 il guadagno nei
tre casi A, B, C in caso di perforazione (in termini mone-
tari: sarebbe pit giusto in valutazione di utilita dato
che si tratta in genere di importi assai rilevanti); nel caso
opposto il guadagno & sempre nullo. Se le probabilita di
A, B, C sono 90%, 9% e 19, la speranza matematica del
risultato ¢ —1800 4900 +1000 = 100, e c'& convenien-
za a tentare la perforazione. (Mentre ad es. non ci sareb-
be se le probabilita fossero 91%, 8% e 19 : —1820 4800
+ 1000 = —20; avvertiamo che un valore intorno al 10%
per la probabilita di successo corrisponde a una media
di risultati di ricerche petrolifere recenti negli USA).

Osserviamo incidentalmente che & in genere istrutti-
va, e quindi raccomandabile, un'esplorazione di questo
genere intesa a rendersi conto di come la conclusione
varierebbe modificando le valutazioni (di diversi elemen-
ti, costi, prezzi, duraie, ecc.,, ma soprattutto — per quan-
to ci interessa — delle probabilita).

Se c'e troppa « sensitivita » della decisione a piccole
alterazioni di tali elementi, potra risultare apportuna una
riflessione pitt meditata su tali valutazioni di quanto non
si fosse fatto in un primo tempo e che sarebbe bastato se
le conclusioni fossero risultate nette e non soggette a in-
vertirsi per effetto di ritocchi accettabili. In particolare,
il Decison maker del nostro esempio potrebbe essere in-
dotto a ripensare alla valutazione (90, 9, 1)% se l'avesse
adottata in guanto valutazione del geologo, mentre pri-
ma egli avrebbe propeso per (91, B, 1)%, o in circostanze
analoghe. Va tuttavia osservato che, in dette condizioni,
il fatto di prendere una decisione anziché l'alira non &
comunque catastrofico, per quanto importanti ne siano le
conseguenze; infatti, in un caso come nell'altro, il gua-
dagno sperato rimane circa nullo (ossia sappiamo che
siamo verso il confine, tra i casi limite per cui & presso-
ché indifferente decidere in gualungue moda).
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Il confronto potrebbe risultare piii significativo se
avessimo a considerare un maggior numero di decisioni
tra cui scegliere {anziché due, di cui poi una banale in
quanto il « no » da guadagno sempre nullo); converrebbe
allora presentare i dati in uno schema della forma se-

guente (che & opportuno tenere presente per successive
considerazioni):

TABELLA o
H' Hfl H']'
Dy Dy DD Dy Dy Lo IT LeE I
E, a; a. ay ay a5 a P Pl’ Pu" le
E: &y aw 8. ayg a, ay P pu. 1"=” sz
E. &, a. au au ay au P PR' Pu” Pum

! al Vafhhasaa iy
a;" ‘&' &' ra’ ata
al ar_.lf* aﬂf? a4]l aﬁl] a“]l

ani (21 er LE]

a, a. a, a, ai.”: alllnw

Qui le decisioni (sei) corrispondono alle colonne, gli
eventl (tre, come A, B, C; per pgeneraliti indicati E,,
E., E,) alle righe, i valori (come a.;: all'incrocio della co-
lomma 5 con la riga 2) al guadagno corrispondente alla
decisione D, al verificarsi dell'evento E.. Segue una colon-
na con le probabilith p,, p., p. €, sotto, una riga con le
speranze matematiche di puadagno per ogni decisione
(2, = pa,; + pedey + Padla, ecc.) (7). Tra essi il pin gran-

(17y Delle altre colonne e righe {con p ed a con apici) dire-
mo dopo (riguardano l¢ questioni sulle informazioni e valore
dell'informazione che dobbiamo considerare ancora riguardo al-
l'esempio delle ricerche petralifere),
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de — indichiamolo con a,* — ci indica quale sia la deci-
siome, D,*, pit conveniente. Ossia, 1l criterio generale di
decisione prima detto si traduce nell'indicare le probabi-
lita py; p,, p. attribuite agli eventi E,, E., E,; senza di
cid non vi sarebbero elementi per giudicare. In base a
gueste probability verrd calcolate il valore medio a;,
4. ..., ; del guadagno, se si prendono rispettivamente
le decisioni D, D,, ..., D,. 8 dovra scegliere, fra questi
valori medi, il maggiore, che segneremo con un ¥, e che
ci indichera la decisione preferibile.

Avevamo detto che c'era anche la possibilith di non
decidere subito ma attingere prima altre informazioni;
come si potrd rispondere al quesito se vale la pena op-
pure no di eseguire una certa ricerca che ha un dato costo
e che pud dare, supponiamo, tre diverse risposte H', H"
e H' (per es. costituenti precisamente una prognosi pili
favorevole, o neutra, o meno favorevole)?

Nel caso del progetto di perforazione di un pozzo di
ricerca, un'informazione potra essere quella data da una
perizia richiesta a un geologo (che, nel caso migliore, co-
municherd la sua risposta traducendo gia in forma nu-
merica — come detto nel n. 6 — le sue valutazioni di
probabilita), oppure guella di una prospezione sismica,
i cui risultati modificano le valutazioni iniziali in base
alle sue risultanze. Sono questi, fondamentalmente, i due
modi in cui una informazione riesce istruttiva ed utile ai
fini della decisione: o essa fornisce o suggerisce diretta-
mente una nuova valutazione per le probabilita dei di-
versi eventi, inducendo ad abbandonare la precedente o
a spostarla avvicinandola pit o meno strettamente alla
nuova, oppure fornisce elementi (in genere oggettivi) atti
a trasformare la valutazione precedente in quella ad essa
conseguente in base al mutato stato di conoscenze (secon-
da il principio menzionato col nome di « bayesiano »; non
possiamo purtroppo entrare in spiegazioni, che non po-
trebbero risultare insieme chiare e brevi).
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Comunque, perché abbia senso chiedere una tale in-
formazione H occorre anzitutto, evidentemente, che, su-
bordinatamente alle risposte H', H", H", le probabilita
delle tre eventualitd (insuccesso, successo modesto, suc-
cesso rilevante) risultino modificate rispetto a quelle at-
tuali (p,, P, p.) altrimenti l'informazione non compor-
terebbe alcun cambiamento nelle condizioni in cui dob-
biamo decidere. Subordinatamente ad H' le probabilith
diverranno p,’, p.’, p.’ (ed analogamente per H” e H™');
dovra essere p, = ¢'p,’ + ¢'p." + ¢"'p)'" (e cosi per p.
e p.), dove ¢', ¢”, ¢'" indichino le probabilita che attri-
buiamo, prima di chieder l'informazione H, alle risposte
H', H" e H". Cib si dimostrerebbe subito in base ai primi
teoremi del calcolo delle probabilitd, ma, anche senza
averne parlato, penso apparira intnitivo o almeno plau-
sibile che (ed & questo che quella formula dice) la pro-
babilita, ora, sia, per ogni evento, la media di quelle che
vi attribuiremmo dopo avuta una delle tre risposte, me-
dia ponderata con le probabilita con cui attendiamo le
tre risposte. Cio premesso, & chiaro che, per ciascuno dei
tre casi (risposta H' o H” o H'™), bastera ripetere il con-
fronto precedente, salvo basarci sulle probabilita p,’, p.',
p.' {0 le p¥ o le p") in luogo delle p,, p,, ps; le speranze
matematiche saranno le a,', a,', ..., a' (e rispettivamente
le a” o &™), fra cui la massima sara a.' (rispettivamente

i}

al e a“" ). Se in tutti i casi la decisione indicata dal
massimo guadagno sperato risultasse la medesima, l'in-
formazione sarebbe stata inutile; se invece cambia a se-
conda della risposta, si ha certamente un miglioramento,
La decisione combinata « chiedere l'informazione H
¢, a seconda che la risposta sari H' 0 H" o H'", prendere
la decisione migliore per quel caso » da infatti un gua-
dagno sperato c'a’+c"a” +¢"a " = a, (basta os-
servare che si avrebbe uguaglianza se al posto di a_’,
" "', che sono i massimi delle loro righe, si po-

a* e 31
" della colonna a,).

nessero a, 2’ e a

53



A guesto aumento del guadagno sperato fa riscontro
perd, s¢ l'informazione non & gratuita, il costo che si deve
affrontare per ottenerla, e il vantaggio che deriva dal
chiederla & la differenza fra 'aumento del guadagno spe-
rato ed il costo dell'informazione, ossia tra il valore della
informazione e il suo costo. Stabilito cid, & chiare come
sl possa immediatamente rispondere ad una domanda
diversa: quale informazione chiedere se siamo in dubbio
tra diverse possibilitd (p. es. indagine di un geologo o
prospezione sismica per una ricerca petrolifera?). Con-
verra scegliere di chiedere guellinformazione per la qua-
le & massima l'eccedenza del valore rispetto al costo.

A voler descrivere compendiosamente, nella loro es-
senza, le conclusioni brevemente illustrate, si potrebbe
dire che ogni ragionamento di convenienza, agh effetti di
una decisione in condizioni di incertezza, si traduce in
una semplice differenza fra prohtti e perdite, al solito
moido usato da ogni ragioniere, pur di interprétare diret-
tamente le probabilita come prezzi (esprimenti il grado
dell'incertezza).

E' questa una conclusione deludente, una degrada-
zione di un tipo di problemi a prima vista pieni di fa-
scino per la loro inafferrabilita, che in tal modo si rive-
lanio banali ed elementari? Sard questione di gusti e di
opinioni: secondo un certo tipo di gusti potra sembrare
ambito e onorevole successo quello consistente nel riu-
scire a rendere complicate le cose semplici, a rivestirle
di terminologie ermetiche e altisonanti, a tradurle in
formule con l'impiego di strumenti gquanto pil possibile
elevati ed astrusi. Ma l'uflicio della matematica &, inve-
ce, proprio 1 opposto: anche quando apparentemente
complica le cose, nell'intento di chiararle fino nel pro-
fondo e di considerarne tutti ghi aspetti con la massima
generalith, se non si adagia in oziosi narcisismi perden.
do di vista la méta, deve giungere alla massima sempli-
cith possibile. Una conclusione semplice non & la pid
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banale, bensi la pill significativa, ed & tanto pitt meri-
toria quantoe piti faticosa e nascosta era la via per in-
quadrare, in concetti precisi, delle originarie nozioni in-
gannevoli e sfuggenti, per ridurre a uniti una congerie di
fatti e problemi apparentemente disparati, per scoprire
la chiave che rende semplice e intelligibile il senso e il
perché delle conclusioni quando si riesca a portarle a
un adeguato grado di visione sintetica,

Riuscire a ridurre la teoria delle decisioni a « ragio-
neria dell'incertezza » & quindi non una diminuzione, ma
il massime successo; successo che non preclude, benin-
teso, che per studiare in questo stesso spirito questioni
complesse e delicate si richieda l'impiego di mezzi mate-
matici anche complessi e abilitd matematiche anche sot-
tili. Che non vanno esibite ove & superflue, ma vanno
tuttavia sfruttate dove necessitano.

8) La probabilita nei problem| di strategia

I problemi di cui dobbiamo ora trattare non diffe-
riscono da quelli considerati in precedenza se non per
un aspetto in certo senso accessorio, seppure comporti
notevoli conseguenze, Nella decisione in condizioni di
incertezza, occorre tener conto del fatto che il risultato
dipende, oltre che dalla decisione da sceglicre, anche da
circostanze incerte, aleatorie, ciod sconesciute a colui
che deve decidere e non dipendenti dalla sua volonti,
Pud darsi che dipendano da volonta di altri, & cidé non
cambia nulla a quanto detto; pero, se si tratta di deci-
sioni prese da altra persona in vista di interessi legati a
quelli della prima persona considerata, subentrano cir-
costanze peculiari cui si deve riflettere nel valutare le
probabilita.

Per fissare le idee conviene ragionare sullo schema
gia visto (Tabella ).



Pensando ora che gli eventi E,, E,, B, siano deci-
sioni di un altro individuo, e per ricordarlo e per dare
allo schema l'opportuna forma simmetrica indichiamole
con D" D, D" (« decisioni del secondo individuo ») e

contrassegnamo analogamente le D; ... D, con un apice
(D" ... D)) per specificare che si tratta delle decisioni
del primo.

TABELLA §

D' o' D/ D' D D

D" Ay fyy Ayy By Ay Hyg 91"
n 1
D. 8, Bap By Bu By Ay P
D,” | By By Byy Bgy By Bug Pal

] ] ] r (] r

Pa Pr B2 Pe P2 Du

Ci troviamo in quella situazione particolare di teo-
ria delle decisioni che si chiama « teoria dei giochi »
quando il risultato per il secondo giocatore dipende a
sua volta anche dalla decisione del primo. Per esempio:
nell'ambite della teoria dei giochi possiamo considerare
il gioco degli scacchi che pud essere ridotto ad uno sche-
ma del tipo (3) pensando alle diverse decisioni, che ora
chiameremo strategie, precisate nel seguente modo: pri-
ma di incominciare la partita, un giocatore stabilisce, per
tutte le possibili situazioni in cui petrad trovarsi, quale
mossa fara. Ci si riconduce cosl alla schematizzazione
della precedente tabella, dove D, D., ... D, sono le
strategie scelte dal 1° giocatore, La differenza rispetto al
caso schematizzato nella tabella (%) & che gli eventi E;,
E,, E;, sono ora le strategie D," D,” D.", che dipendono
dalla decisione del 2° giocatore. La conclusione detta
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prima vale ancora: c'e solo da considerare che py, p., s
sono le probabilita che il 1° piocatore attribuisce alla
scelta fatta dal 2° fra le strategie D,"”, D,”, D," e per
fare questo il 1° deve tener conto delle decisioni che pren-
derd il 2° nei riguardi dell’aliro giocatore, cioé dello
stessa 1%

In altri termini, il 1* deve chiedersi: guale probabi-
lith assegnera il 2° al fatto che lo stesso 1° scelga la stra-
tegia D;", D' ... 0o D7

Intanto bisogna sapere quali sono gli interessi che
ha il 2* giocatore e ci limiteremo in un primo momento
al caso pill tipico e in un certo senso pit interessante,
che & quello in cui gli interessi dei due competitori sono
esattamente contrapposti, nel senso che ci¢ che uno gua-
dagna & perso dall'altro.

E' guesto il caso denominato « giochi tra due per-
sone a somma nulla »; in altre parole, e con riferimento
allo schema, 1 guadagni del giocatore 2° sono le stesse
ay, della tabella, relative al 1°, cambiate di segno: ad
es. se 1° prende la decisione D,' e 2° la D.”, il guadagno
del 1° & a., e quello del 2* & —a.., cosicché si ha somma
nulla: a,, + (—a,)}=0.

Rimane fermo che 1° dovrebbe decidere massimiz-
zando la speranza matematica del guadagno (o, meglio,
dell'utilita: ma supponiamo per semplicith di esposizio-
ne che la differenza sia trascurabile), e che nel fare cid
si basera sulle probabilith da lui attribuite alle decisioni
del 2° (e indichiamole ora p," p.” p." anziché p).

Ma ci6 vale, simmetricamente, anche per il 2° il qua-
le cerchera di massimizzare il sue guadagno (cicé di mi-
nimizzare quello del 1°), in base alla speranza matema-
tica calcolata con le probabilita p," ... p,’ che egli a sua
volta attribuisce alle decisioni D, ... D, di 1%

Nulla & cambiato, ma tutto cambia: nel senso che,
nel valutare le probabilita delle decisioni dell’altro cia-
scuno cercherd di mettersi nei suoi panni e pensare co-
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me gli converrebbe decidere. E cio mette in atto una spe-
cie di cireolo vizioso, in cui ciascuno dei due si prospet-
ta la situszione reciproca di entrambi, essendo avvan-
taggiato dalla conoscenza o previsione di come si com-
portera l'altro,

Vi & un caso semplice in cul esiste una soluzione che
si presenta come privilegiata e guasi obbligatoria: nel
nostro schema il 1° giocatore sceglie una colonna ed il
2° una riga e l'elemento nell'intersezione di queste due
linee indica il guadagno del 1° mentre Yopposto di tale
valore & il guadagno del 2°,

Se il primo sapesse quale decisione (riga) sceglie il
2°, prenderebbe la decisione (colonmna) in cui figura il
guadagno a, massimo. Analogamente se il 2° sapesse
quale decisione {colonna) sceglie il 1° prenderebbe la de-
cisione (riga) in cui figura l'elemento a,, minimo che,
cambiato di segno, gli darebbe il puadagno massimo.
Supponiamo il easo in cui esiste uno degli a;. che & si-
multaneamente il massimo elemento della sua riga e il
minime della sua colonna (diciamo al solito, per fissare
le idee, che sia a;. = V); un tale punto & detto punto di
sefla o minimax, e il corispondente puadagno « gnadagino
miinimax ». Se 1° sceglie D', & certo di guadagnare al-
meno a.; se 2° sceglie D, & certo, analogamente, di gua-
dagnare almeno —a,.; se entrambi si regolano in tale mo-
do il guadagne & certamente a,, per il 1® e —a,, per il 2°

Ovviamente se il 1° sceglie D' ed il 2 una decisione
diversa da D." il 1° ha un maggiore guadagno.

Se il 2* sceglie D." ed il 1° una decisione diversa da
Ir.' il 2° ha un maggiore guadagno.

Insomma dipende da ciascuno dei due giocateri di
assicurarsi il guadagno minimax. Percid se ciascuno dei
due giocatori pensa che l'aliro segua il criterio pruden-
ziale d'assicurarsi il puadagno minimo, allora ognunc at-
tribuira all'altro la probabilita del 100% che scelga la
soluzione minimax.
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Evidentemente se abbandoniamo ['idea che il gioco
debba svolgersi con tale criterio prudenziale, ossia se un
piocatore pensa che l'altro possa sbagliare nella scelta
delle decisioni e vuole approfittarne procurandosi un
guadagno maggiore, & giusto che applichi la strategia te-
meraria, naturalmente a suo rischio,

Comungue il fatto che esista il minimax & una cir-
costanza che casualmente (non in penerale) pud verifi-
carsi.

Nel caso di due sole alternative (per esempioc nel
gioco a parl e dispari: se & pari vince uno, se & dispari
vince 1'altro), lo schema del gioco & quello della tabella
seguente (se la vincita & 1)

+1 —1
—1 + 1

In questo caso mon esiste il minimax: & del resto
chiaro che nessuno dei due giocatori pud adottare una
delle strategie di glocare « sempre pari» o « sempre. di-
spari » senza dare modo all'altro di rovinarlo.

Allora interviene effettivamente la probabilita: dif-
ferentemente da quanto detto in precedenza, converra a
ciascuno dei due giocatori scegliere a caso una delle due
alternative, pari o dispari (per es. sorieggiando con una
moneta) ().

In questo caso la scelta non fornisce una strategia
certa corrispondente alla regola ottima da seguire, ma &
git possibile stabilire una certa mistura: una probabilita
del 50% per ogni alternativa a seconda del risultato del
sorteggio (o, in altri casi, potrebbe trattarsi per es. del

(*s) Cid & vero a meno che uno non ritenga che l'altro segua,
consapevolmente o inconsapevolmente, qualfhe criterio mena ir-
regolare di quello casuale nell'alternare « pari» e «dispari =; in
tal caso potrebbe cercare di « indovinare » e mosse con Fintuito
{come tra pgiccatori di « morra s).
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10% per l'una alternativa e del 90% per l'altra, o del
20% e B0%, ecc.).

Queste strategie di nuovo tipo si chiamano miste,
in contrapposizione alle strategie pure che sono quelle
dette prima, ossia quelle in cui sia stabilito di scegliere
una certa alternativa, senza per es. il preventivo sorteg-
gio con la moneta. Per esempio, nel caso di 4 alterna-
tive, il sorteggio pud indicare il 40%, 20%, 309, 10% per
ciascuna alternativa. Questa & una strategia mista che &
una combinazione delle precedenti quattro decisioni.

Il teorema fondamentale di von Neumann, nel caso
di giochi fra due persone a somma nulla, dice che, se
passiamo all’ambito delle strategie miste, il punta di
sella o minimax esiste sempre. Nel caso del gioco pari o
dispari si potrebbe dare la spiegazione prafica di fig. 14.

u{_‘jz

FIG. 14
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Nel gioco considerato, sono quattro le risposte
possibili dei due giocatori: ossia PP, PD, DP, DD. Se
i due giocatori scelgono le strategie miste con proba-
bilita di giocare pari p’ ¢ p”, & quindi probabilita di
giocare dispari g’ = 1 — p' e g” = 1 — p", le probabi-
lita da assegnare nell'ordine a ciascuno dei guaitro casi
possibili precedenti sono: p'p”, p'q”, q'p", q'q" ed il gua-
dagno del 17 giocatore ha valore medio (speranza mate-

xR (]

matica) pp’ — p'q" — qp" + qa'q".

Si ottiene cosi, come superficie dei guadagni, un pa-
raboloide iperbolico, ed & chiaramente visibile 'esistenza
del punto di sella. Se consideriamo una sezione con un
piano di livello parallelo alle facce orizzontali e passan-
te per il punto di sella, avremo come sezioni del para-
boloide due segmenti perpendicolari, mentre facendo va-
riare il livello si ottengono come sezioni della superfi-
cie, ossia come linee di livello, delle iperboli (come nella

figura 15}

+1 -1
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I due gquadranti contrassegnati con +1 seno al di so-
pra del piano passante per il punto di sella e quelli con-
trassegnati con —I1 sono al di sotto.

Nella base del cubo segnamo in ascissa le probabi-
lith con cui il 1" giocatore sceglie pari o dispari ed in
ordinata le probahilita con cui il 2" giocatore sceglie pari
o dispari.

In tale caso, i vertici del quadrato, quando la sezio-
ne & al livello zero, corrispondono ai valori segnati nella
tabella prima detta. Se consideriamo per il 1° giocatore
la probabilita !4, qualunque sia la sirategia, ossia l'or-
dinata, scelta dal 2°, la scommessa & equa. Analogamente
considerando la probabilita % per il 2° piocatore. Ossia
la soluzione minimax & p' = p” = } che rappresentano
le coordinate del punto di sella ed essendo il gioco equo,
la quota da assegnare a tale punto & V = 0.

Se fissiamo diversamente il valore delle probabilith
per il 1* giocatore incontriamo una delle generatrici (iper-
boli) del parabeloide; allora il gioco non & equo e si avra
vantaggio V # 0 per l'uno o per l'altro giocatore, a se-
conda che il 2° scelga la sua probabilita al di sotto di
i o al di sopra.

Si & cosi provato che gui una soluzione nel senso del
criterio del minimax esiste, anche se non la si trova nel-
I'ambito delle strategie pure, ma in quello delle strate-
gie miste.

Analoga & |'estensione contenuta nel teorema di von
Neumann che, per brevith, ci asteniamo dall'enunciare
in forma completa e dal dimostrare,

Osserviamo soltanto che il caso trattato & particola-
re, in guanto esistono delle strategie scegliendo le quali
un giocatore & senz'altro indifferente al risultaio del-
I'altro.

In generale, avviene che se un giocatore sceglie la
strategia seguendo il criterio del minimax, si assicura
questo guadagno minimax, ma, eventualmente, qualche
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decisione dell’altro giocatore pud influire rendendoglielo
pilt favorevale.

Nel caso particolare trattato la ricerca della solu-
zione comporta la risoluzione di un sistema di equazio-
ni lineari, mentre nel caso generale qualche equazione
del sistema pud trasformarsi in disequazione e si ha,
quindi, un problema di programmazione lineare.

Quindi, con tutte le riserve prima dette, questa solu-
zione minimax risponde al problema prima posto.

Ribadiamo che la scelta del criterio del minimax
non & obbligatoria perché se uno dei due giocatori, co-
noscendo la psicologia dell’altro, ha dei motivi per rite-
nere che 'avversario, invece di attenersi a questa stra-
tegia, prenderi altre decisioni, ha convenienza a sce-
gliere la strategia ottima per rispondere alla strategia
dell'aliro.

Dal punto di vista matematico, la situazione privile-
giata delle coppie di strategie che corrispondono al mi-
nimax, ¢ la certezza per ciascun giocatore, che la solu-
zione scelta & 1'unica ottima risposta alla decisione del-
l'altro. Questa circostanza di stabilith & la caratteristica
della soluzione minimax.

Per cui, anche in questo caso, volendo pensare alla
situazione in cui ci si verrebbe a trovare se si volesse
affidare la decisione ad un arbitrato, invece di continua-
re a giocare, & logico che l'arbitro non potrebbe indicare
altro valore che quello che (almeno come speranza ma-
tematica) ciascuno dei due pud assicurarsi.

9) La probabilita e | preblemi di competizione

Comunque i giochi fra due persone a somma nulla
non costituiscono che il primo stadio della teoria dei
giochi, sebbene sia questo il solo caso in cui vale una
risposta soddisfacente,
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Nel caso di giochi fra due persone a somma non
nulla, non esiste alcuna risposta che abbia il grado di
ragionevolezza che ha la risposta data dal criterio del
minimax nel caso di giochi a somma nulla.

Nel caso che i giocatori siano pitt di due, suben-
trano altre circostanze di tipo del tutto diverso.

Innanzi tutto si devono distinguere tanti sottocasi:

se, per esempio, ¢ possibile o lecito giuridicamente
trasmettersi delle informazioni o concordare una strate-
gia (nei giochi di carte, di solito, cid non & permesso;
nelle applicazioni economiche, anche se non esistono nor-
me che vietino le decisioni collegiali, a volte & pratica-
mente difficile mettersi d'accordo su una certa strategia
per l'influenza di circostanze esterne come le organizza-
zioni seciali: la mancanza di una rappresentanza sinda-
cale dei lavoratori di una certa azienda, o del consuma-
tori di un certo bene).

In ogni situazione di questo genere, gquindi, lo stes-
so gioco in forma schematica si traduce in sottocasi mol-
to diversi, a seconda che il gioco sia previsto in forme
cooperative ¢ non cooperative, Se & possibile formare
delle coalizioni, bisogna fare ulteriori distinzioni in sot-
tocasi, a seconda della loro stabilith (vedasi il trattato
di von Neumann e Morgenstern); la formazione e la dis-
soluzione di queste coalizioni & illimitata. Si pud im-
maginare che i piocatori si dividano in due coalizioni,
ma a seguito di determinate proposte di un maggiore
vantaggio, alcuni gruppi di giocatori possono passare da
una coalizione all'altra. Seguendo la formulazione sug-
gerita da von Neumann ¢ Morgenstern, nel caso di gio-
chi a somma nulla fra n giocatori, possiamo dire che
comungue ['insieme § degli n giocatori si divide in due
sottoinsiemni S’ & 8", se i glocatori di S’ si meéttono d’ac-
cordo per giocare contro quelli 8" avremo — per i gio-
catori delle due epalizioni — un valore del gioco:

V(8) = — V(8"
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Tale soluzione richiede di pensare che i giocatori
della coalizione 8' decidano di dividere tra loro il gua-
dagno in un certo modo e si dovra ammettere che non
bastera che siano d'accordo di conseguire complessiva-
mente il guadagno che effettvamente possono assicurar-
si, ma che siano d'accorde di ripartirlo secondo delle
quote prestabilite.

Il risultato di von Neumann-Morgenstern, abbastan-
za plausibile, & che se si ha comunque una suddivisione
in due coalizioni, & sempre possibile che un dato gruppo
di individui di §' e di 8", scontenti della quota che loro
spetterebbe, formine una nuova, unica coalizione (vedi
fig. 16).

N

FIG. 16

Quindi non esiste mai upa siluazione di equilibrio
nel senso che, una volta stabilita una certa suddivisione
in coalizioni ed una certa regola di tipartizione dei gua-
dagni, guesta sia tale da non poter essere subito dopo
disciolta.

Esiste una situazione di relativo equilibrio, che po-
chi Autori ritengono decisiva, secondo la quale se, per
esempio, ire individui formanti una coalizione decidono
a maggioranza di ripartire il guadagno in un certo modo,
& possibile che due di essi decidano di assicurarsi I'in-
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tero guadagno escludendo il terzo. Ma tale soluzione pud
essere cambiata se l'escluso si mette d'accordo con uno
dei primi due promettendogli un guadagno maggiore di
quello pattuito. Se i primi due giocatori decidono di di-
videre a meta il guadagno si crea una situazione di equi-
librio relativo nel senso che ognuno dei due comprende
che avrebbe interesse a mettersi d'accordo con lesclu-
so, ma teme che il compagno abbandonato possa inflig-
gergli penalith di maggiore rilievo.

10) Considerazioni finali

La teoria dei giochi, quindi, da in certi casi una re-
gola abbastanza convincente, in altri casi cerca di dare
delle regole, sia intese nel senso prima detto, di equili-
brio labile, sia nel senso di ripartizioni abbastanza ra-
gionevoli se fossero prese da un arbitro in modo da ac-
contentare tutti, tenendo debitamente conto delle possi-
bilita di cui godono nell'esistente situazione, se rinun-
ciassero mutuamente a tentarne 'uso in senso qualifica-
bile piii ¢ meno come « sleale », « ricattatorio », « dop-
pio gioco ». Perd & discutibile se tali argomentazioni ser-
varno veramente, come pensano certi fautori dei vantag-
gi dell’applicazione di questa teoria, a consigliare a par-
tecipare ad un gioco cercando di avvalersi di quelle co-
noscenze che queste indagini dannoe, per trarne il massi-
mo vantaggio possibile.

Sembra ben necessario che gueste guestioni venga-
no fatte ogpetto di attenta riflessione, e che le riflessio-
ni cui gih hanno dato luogo siano divulgate e prospet-
tate come spunto e invito alla meditazione. A tale scopo
avevo raccolto, in uno scritto di due anni fa, citazioni
che appaiono significative e importanti di autori che si
sono interessati dell'argomento e di persenality i cui at-
teggiamenti ¢ dichiarazioni si inseriscono perfettamente
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nell'argomento stesso collegandole con opinioni che io
stesso avevo avuto occasione di esprimere anteriormente
ad altre sviluppate in quell'occasione (*).

Da tutte queste riflessioni sembra risultare chiara-
mente una cosa: la conclusione piu profonda & la con-
sapevolezza che in date situazioni nessuna soluzione in
senso ragionevole esiste. Dice con ragione il Rapoport:
« Il valore della Game Theory non sta nelle specifiche
soluzioni che offre in situazioni altamente semplificate
e idealizzate, che possono presentarsi in giochi veri e
propri ma difficilmente nella vita reale. Piuttosto, il prin-
cipale valore della teoria sta nel fatto che essa mette a
nudo i differenti tipi di ragionamento che si prospettano
in differenti tipi di conflitto »,

{(1*) Lo scritto cut alludo & costituito di due articoli: B. DE
FINKETTI, « La teoria dei glochi» e « Riflessioni’ attuali sulla teo-
ria deil giochis, Civilid delle macching, 1963 (risp. n. 4 ¢ 1. a3,
{per gli argomenti gui discossi, particolarmente il seconda).

Le citazioni riportate qui (e molto pii ampiamente nello
seritto sopra citato) sono tratte da: AxaroL RAPOPORT, « The use
and misure of Game theorys, Sciemtific American, Dic. 1962,
pp. 108-118 ¢ MarTIN SHUBIK, Strategy and market structure {Com-
petition, Oligopoly, and the theory of games), Wiley, New York,
1959; guelle da lavori miei saranno contrasscgnate da una lettera
per indicare le seguenti provenienze (con (g) quelle del lavoro
citato sopra):

(a) « Role de la théorie des jeux dans I'dconomie; et rdle des

robabilités personnelles dans la théorie des jeux » (Collogue
international d'¢économeétrie, Paris, 12-17 Mai 1952), Econormé-

trie, ed. CN.R.S,, Paris, 1933,

(b} « Il rischio e le decisioni economiche », Quaderni Ist. Studi
Assicurativi, n. 11, Trieste, 1934,

(c) « Obiettivita e oggettivity: critica a un miraggio », Lo Rivista
Trimestrale, 1, 2, giugno 1962,

(d) « L'apporto della matematica nell'evoluzione del pensiero eco-
nomico » (Conferenza al Comgresso dell'Un, Mat. Italiana, Ge-
nova, 1963), Atri, ed. Cremonese, Roma, 1964 (pp. 238-277).
Le personalith di cui in quello scritto si trovano citazioni

sono Giovanni XXIII (« Pacem in terris »; un breve brano ripor-

tato anche gui), John F. Kennedy (Discorso all'Universita di

Washington, 10 glugno 1963}, U Thant (Discorso allUniversith

di Mount Holycke, 2 giugno 1963) e Adrianc Buzzati-Traverso

{articelo contro i rischi di una guerra atomica, L'Espresso, 2 gio-

gno 1963),
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I ragionamenti sviluppati in base alle possibilita of-
ferte dalle diverse situazioni all'interesse egoistico di cia-
scuno sono istruttivi quando conducono a soluzioni ac-
cettabili ma pit ancora guando conducono a conclusio-
ni assurde o sconcertanti: cio rivela infatti « che le de-
cisioni basate sul ben calcolato interesse egoistico pos-
sono condurre al disastro ». Un apporto importante del-
la teoria, in ogni caso, sta nell'« offrire agli uomini una
occasione — attraverso Lecniche di analisi logico-matema-
tiche dei problemi coinvolgenti conflitti di interesse —
per togliere i conflitti dal livello della rissa, dove l'in-
telletto & ottenebrato dalle passioni, portandoli a livel-
lo di giochi, dove l'intelletto ha qualche speranza di po-
ter operare ». Tuttavia « il pit importante apporto della
Game Theory sta nel fatto che ['analisi della Game Theo-
ry rileva la sua propria limitatezza »,

Una comprensione adeguata dovrebbe fare della teo-
ria dei giochi non un passatempo per giocatori ma un ar-
ricchimento della capacity intellettuale di vedere le si-
tuazioni in modo penetrante. Tale tipo di comprensione
richiede varie cose: esser capaci di tradurre i propri
gradi di preferenza in valutazioni di utilita e probabilita;
essere « percettivi » nel senso di capire o indovinare le
valutazioni altrui; rendersi conto di quando & indispen-
sabile la fiducia, la reciproca comprensione, 1'abbandono
di giochi congegnati come trappole suicide.

Infatti, come avevo detto in (¢), «di fronte a un
gioco mal congegnato, & assurdo pretendere da un'ana-
lisi teorica consigli circa l'inesistente modo di parteci-
parvi ragionevelmente, ma solo la convinzione di doversi
tenere in disparte o meglio, se possibile, adoperarsi per
la sua abolizione ».

Per riguardo ai problemi dell'economia, cié porta a
sollevare delle fondamentali questioni (come fatto in (a);
furono riprese e sviluppate in (5) e (d)): «in quali casi una
situazione di optimum pud essere raggiunta senza ri-
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corso a forme di cooperazione apparentemente contra-
rie agli interessi di ogni singolo? Come si potrebbero in
tal caso modificare le regole del gioco al fine di far scom-
parire l'apparente antitesi fra gli interessi di ciascuno
considerato isolatamente e gli interessi reali di ciascuno
come membro della collettivita? O come sarebbe possi-
bile uscire da questo vicolo cieco ricorrendo alla per-
suasione per otténere una certa forma di comportamen-
to?... Sotto quali cendizioni e fino a quale punto cor-
risponde a verita la tesi della rapgiungibility di un op-
timum come spontaneo equilibrio di interessi liberi di
giocare secondo date regole (quelle di un qualunque esi-
stenté o ipotetico regime giuridico-economico)? ».

La questione non pud essere elusa pretendendo di
identificare un particolare sistema con qualcosa che me-
riti la denominazione di fair competition; infatti, come
dice Shubik, «cit che costituisce fair competition non
pud essere definito oggettivamente: cit dipende dalla
politica sociale; tuttavia & opinione dell'autore che al
fine di rendere efficiente una politica sociale & necessa-
rio che sia capito il fondamento opgettivo dell’analisi
della competizione nei vari tipi di mercato ».

Pertanto, piti che ad insegnare il presunto miglior
modo di comportarsi in ogni determinato regime econo-
mico, si potrebbe concludere che la teoria dei giochi sa-
rebbe utile per scegliere il regime che offre il miglior
modo di giocare (o di non giocare). Personalmente ri-
tengo infatti (come detto in (g)) che « le considerazioni
sulla teoria dei giochi dovrebbero servire di guida nella
graduale individuazione e sperimentazione di quel miglio-
re regime economico che risponda alle impostazioni del-
'economia del benessere (Welfare Economies), fornendo
indicazioni sul migliore coordinamento di decisioni pib
o meno accentrate e decentrate, e sul modo e la misu-
ra in cui queste ultime possono esser affidate a mecca-
nismi basati sull'interesse particolare volendo che cid ef-
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Fettivamente porti a realizzare e non a contrastare gli
obiettivi della collettivita (**),

E' senz'altro questo, a mio avviso, il problema cen-
trale, mentre & secondario al confronto quello della na-
tura pubblica o privata delle imprese, purché assogget-
tata ad appropriata regolamentazione. Concordo percid
con l'opinione abbastanza diffusa che il nuovo sistema
risulterd da un avvicinamento e fusione dei tipi di pia-
nificazione adottati per imprescindibili esigenze ma in
diverse forme in quasi tutti i paesi al di qua e al di la
della « cortina di ferro »: penso a cib non come a un com-
promesso ma come al risultato della detta analisi logica,
come al frutto e coronamento della confluenza di due fi-
loni di pensiero economico parziali e sterili finché divisi,

Tale conclusione gioca in favore della coesistenza,
in tema di sistemi economici, e pitt che di coesistenza
pacifica o di coesistenza competitiva si dovrebbe parlare
di «coesistenza evelutiva» (o qualcosa di simile) per
esprimere l'intenzione — che dovrebbe animare in ugua-
le misura entrambe le parti — di approfittare delle espe-
rienze positive e negative proprie ed altrui per migliorare
il proprio sistema (secondo linee che potranno o conver-
gete o portare a due soluzioni diverse entrambe abba-
stanza buone e comunque meno peggiori delle attualis citi
che rimarra a vedersi).

Le stesse conclusioni valgono, per motivi analoghi
e @ magpglor ragione, per la coesistenza pacifica in sensn
politico. La sentenza di U Thant, secondo cui «la coe-
sistenza non ha che una alternativa: la non esistenza »,
I'affermazione di Kennedy, secondo cui «un accordo

(=) Concettl del penere si trovano ulteriormente sviluppati
in B. pe Fixerrt, « Econometristi allo speltroscopio s, in La Rivi-
sta Trimeserale, 1965 (con particolare riferimento al rapporto di

Kornaj .al 1v Congr. mondiale della Econometric Society, Ro-
ma, 1965).
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sufficientemente efficace offre ben altra sicurezza e rischi
di gran lunga inferiori a una corsa agli armamenti con-
tinua, incontrollata, e dagli imprevedibili sviluppi », l'al-
tissima ispirazione di Giovanni XXIII nella « Pacem in
terris », sono perfettamente in linea con le precedenti
riflessioni basate sulla teoria dei giochi.

Riprendiamole riportando altri passi di Rapoport
sull'indispensabilita della fiducia e della comprensione
per sfuggire ai giochi congegnati come trappole suicide.
« Talvolta — egli dice — dobbiamo essere in grade di
convincere l'altro della necessith di giocare secondo certe
regole o addirittura di giocare un altro gioco. Per convin-
cere l'altro dobbiamo far si che egli ci ascolti, e a cid non
& abitualmente possibile riuscire se noi stessi non siamo
disposti ad ascoltarlo. Percio dobbiamo imparare ad
ascoltare nel pit largo senso del termine ascoltare, el
senso di accetiare per il momento la visione del monde
dell'alire, perché solo in tal modo polrema renderci in-
telligibile cid che egli ci sta dicendo ».

s Talvolta dobbiamo imparare il significato della §-
ducia, o altrimenti entrambi, noi e i nostri avversari,
saremo invariabilmente perdenti. Nessuna argomentazio-
ne indirizzata individualmente all'uno o all'altro pué con-
vincerlo che & meglio mantenere le promesse e rinun-
ciare ai ricatti, Soltanto un'argomentazione rivolta ad
entrambi nello stesso tempo possiede tale forza. Soltanto
una razionalith collettiva pud aiutarli a salvarsi dalla
trappola del doppio doppio-gioco ».

« Tutte queste accorte riflessioni (skills) si riferi-
scono non alla sapienza ma alla sagpezza. Puo darsi che
se noi perveniamo alla necessaria saggezza molti dei con-
flitti che gli esperti di strategia, nel loro zelo professio-
nale, insistono a formulare come battaglie tra opposie
intelligenze (o, peggic, come battaglie tra opposte volon-
td) verrebbero risolte di comune accordo ».

Non sembra, questa, una precisa, impressionante,
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profetica anticipazione e invocazione alla parcla di im-
parziale comprensione, di suprema saggezza, di altissima
ispirazione, che il mondo avrebbe accolto un anno dope
con la « Pacem in terris »?

La pace non consiste solo nell’assenza di guerra, ma
comunque occorre anche e innanzi tutto preservarla dalla
guerra e da ogni lotta rovinosa; per cio sappilamo che
vanno evitate le situazioni di gioco che, in forma non-
cooperativa, spingono al doppio doppic-gioco. B infatti,
i progetii di disarmo « sono impossibili o quasi, se nello
stesso tempo non si procede a un disarmo integrale; se
cioi non si smontano anche gli spiriti, adoperandosi sin-
ceramente a dissolvere in essi la psicosi bellica: il che
comporta, a sua volta, che al criterio della pace che si
regge sull' equilibrio degli armamenti, si sostituisca il
principio che la vera pace si pud costruire soltanto nella
vicendevole fiducia. Noi riteniamo che si tratti di un
ohiettivo che pud essere conseguito. Giacché esso & re-
elamato dalla rette ragione, & desideratissimo, e della pitt
alta utilita ... ».

« B' lecito sperare che gli uomini, incontrandosi e
negoziando, abbiano a scoprire meglio i vincoli che li
legano, provenienti dalla loro comune umanits; e abbia-
no pure a scoprire che una fra le pili profonde esigenze
della loro comune umanita & che tra essi e tra i rispet-
tivi popoli regni non il timore, ma U'amore, il guale tende
ad esprimersi nella collaborazione leale, multiforme, ap-
portatrice di molti beni ».

E' vero: le promesse e le speranze del 1963 sembra-
no impallidite e lontane; sono usciti dalla scena i loro
grandi artefici e l'umanita sembra scoraggiata e sgo-
menta; nuove difficolty si aggrovigliano e non si vede chi
possa avere statura sufficiente a farle dissipare. Ma il -
cordo di quelle parale e di quelle speranze & un retaggio
che rimane vivo nei cuori e non potrd rimanere sterile
nei fatti.
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